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Глава V. Метод координат в пространстве 
400. а) ось абсцисс: точка С (2;0;0); 
б) ось ординат: точка Е (0;−1;0); 
в) ось аппликат: точка В (0;0;−7); 
г) плоскость Оху: точки Н (− 5 ; 3 ;0), Е (0;−1;0), С (2;0;0), А(3;-1;0); 
д) плоскость Оуz: точки В (0;0;−7), Е (0;-1;0), G(0;5;-7); 
е) плоскость Охz: точки В (0;0;−7), С (2;0;0) и D (−4;0;3). 
401. Координаты проекций точки А (2; −3; 5): 
а) на плоскость Oxz: А1 (2; 0; 5), на Оху: А2 (2; −3; 0); на Oyz: А3 (0; −3; 5); 
б) на ось Ох: А4 (2; 0; 0), на Оу: А5 (0; −3; 0), на Oz: А6(0;0;5). 

Точка В (3; −5; 
2
1 ): 

а) на плоскость Oxz: В1 (3; 0; 
2
1 ), на Оху: В2 (3; −5; 0), на Oyz: В3 (0;−5; 

2
1 ); 

б) на ось Ох: В4 (3; 0; 0), на Оу: В5 (0; −5; 0), на Oz: В6 (0;0; 
2
1 ). 

Точка С (− 3 ; −
2
2 ; 5 − 3 ): 

а) на плоскость Oxz: С1 ( 3 ; 0; 5 − 3 ), на Оху: С2 (− 3 ; −
2
2 ; 0), на 

Оуz: С3 (0; −
2
2

; 5 − 3 ); 

б) на ось Ох: С1 (− 3 ;0;0), на Оу: С5 (0; −
2
2 ; 0), на Оz: C6 (0; 0; 5 − 3 ). 

402. А (0; 0; 0), В (0; 0; 1), D (0; 1; 0) и А1 (1; 0; 0), 
следовательно, стороны куба равны 1. Куб помещен 
в пространстве, как показано на рисунке. 
Следовательно, по рисунку имеем: 
С(0;1;1), В1(1;0;1), С1(1;1;1), D1(1;1;0) 
403. 

rа =3 i
r

+2 j
r
− 5 k

r
; х=3, у=2, z=−5; тогда 

коорди-наты вектора 
rа : 

rа  {3; 2; −5}. 
Вектор b

r
=−5 i

r
+3 j

r
− k
r

; х=−5, у=3, z=−1; b
r

{-5; 3; -1}. 

Вектор 
rс = i

r
− j
r

; х=l, у=−l, z=0; 
rс {1;−l;0}. 

Вектор 
r
d = j

r
+ k
r

; х=0, у=1, z=1; 
r
d {0;1;1}. 

Вектор m
r

= k
r
− i
r

; x=−l, y=0, z=l; m
r

{-1;0; 1}. 

Вектор n
r

=0,7; k
r

 х=0, у=0, z=0,7; n
r

{0; 0; 0,7}. 

404. Для 
rа  {5; -1; 2} по формуле 

rа =x i
r

+у j
r

+z k
r

 координаты вектора х=5, 
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у=−1, z=2; следовательно, 
rа =5 i

r
−1 j

r
+2 k

r
=5 i

r
− j
r

+2 k
r

. 

Для b
r

{−3;-1;0} х=−3, у=−l, z=0; следовательно, b
r

=−3 i
r
− 1 j

r
+0 zr =−3 i

r
− j
r

. 

Для 
rс {0; -1; 0} х=0, у=−1, z=0; 

rс =0 i
r
−1 j

r
+0 k

r
=− j

r
. 

Для d
r

{0;0; 0} х=0, y=0, z=0 и тогда разложение будет выглядеть так: 

d
r

=0 i
r

+0 j
r

+0 k
r

= 0
r

. 
405. Координаты точки равны соответствую-

щим координатам радиус-вектора (п.44). Соот-
ветственно, для радиус-вектора ОА1 рассмотрим 
точку А1. Ее координаты и будут координатами 
вектора OA1: А1 (2;0;2) OA1 {2; 0; 2}. B1 (0;3;2). 
Значит, ОВ1 {0; 3; 2}. С1 (0;0;2). Значит ОО1 
{0; 0; 2}. 
С (2;3;0). Значит, ОС {2; 3; 0}. C1 (2;3;2). Зна-

чит, ОС1 {2; 3; 2}. 
Вектор ВС1 это разность векторов OC1 и OB. BС1=OC1 − OB; ОС1 {2; 3; 2}, 

OB {0;3;0}. Следовательно, BC1 {2−0; 3−3; 2−0}, BC1 {2; 0; 2}. 
AC1=OC1−OA; OC1 {2; 3; 2}, OA {2; 0; 0}. 
AC1 {2−2; 3−0; 2−0}, AC1={0; 3; 2}. 
О1С=OC-OO1; ОС {2; 3; 0}, ОO1 {0; 0; 2}. 
О1С {2−0; 3−0; 0−2}, О1С {2; 3; −2}. 
406. Рассмотрим общий случай. Рассмотрим два не-

компланарных вектора AB и DC. Перенесем вектор DC 
параллельно так, чтобы точка D1 его начала совпала с 
точкой В конца первого вектора. Получим вектор D1C1 
или, что то же самое, вектор ВС1, сонаправленный с 
вектором DC и равный ему по длине. Согласно правилу 
сложения векторов: AB+DC=AB+ВС1=AC1. 
Пусть АВ {X1; y1; Z1}, BC1 {х2; у2; z2}. Докажем, что 

АС1 {х1+x2; у1+у2; z1+z1}. 
Для доказательства выразим координаты этих векторов через координаты 

их начала и конца. AB (хВ − хА; уВ − уА; ZВ − zА), 
ВС1 { 1

cx  − хВ; 1cy − yB; 1cz ,− zB}, AC1 ( 1
cx − ХА; 1cy − уА; 1cz − zА}, из обо-

значения координат вектора AB как х1, у1 и z1 и вектора BC1 как x2, у2, z2, полу-
чим х1=хВ−хА, y1=уВ − уА,  z1=zВ − zA, x2= 1cx − xB, y2= 1cy − yB,  z2= 1cz − zB. 
Вычислим суммы x1+x2, y1+y2, z2+z2: x1+x2=xB−xa+xC1 −xB=xC1 −xA; 
y1+y2=уВ − уА+уС1−уВ=уС1−уА; z2+z2=zВ − zА+zС1−zВ=zС1−zА; 
Суммы координат x1+x2, y1+y2, z2+z2 являются координатами вектора 

AС1, равного сумме исходных двух векторов AB и DC. Что и требовалось 
доказать. 

407. а) Обозначим 
rа + b

r
= р
r

, 
хр=ха+хb; хa=3; хb=0; yp=ya+yb; ya=−5; yb=7; zp=za+zb; za=2; zb=−1; 
хp=3+0=3; уp=−5+7=2; zp=2−1=1; 
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р
r

{3;2;1}. 

б) Обозначим 
rа +

rс = e
r

 

xe=xa+xc=3+
3
2 =3

3
2 ; ye=ya+yc=−5+0=−5; ze=zа+zc=2+0=2; 

e
r

{3
3
2 ;−5;2}. 

в) Обозначим b
r

+
rс = f

r
, 

xf=xb+хc=0+
3
2 =

3
2 ; yf=yb+yc=7+0=7; zf=zb+zc=−1+0=−1; 

f
r

 {
3
2 ; 7;−1}. 

г) Обозначим d
r

+ b
r

= r
r

, 
xr=xd+xb=−2,7+0=−2,7; yr=yd+yb=3,1+7=10,1; zr=zd+z6=0,5 − 1=−0,5; 
r
r

{−2,7; 10,1;−0,5}. 
д) Обозначим d

r
+
rа = s

r
, 

xs=xd+xa=−2,7+3=0,3; ys=yd+ya=3,1−5=−1,9; zs=zd+za=0,5+2=2,5; 
s
r

{0,3; −1,9;2,5}. 

е) Обозначим 
rа + b

r
+
rс = q

r
 

хq=ха+xb+xc=3+0+
3
2 =3

3
2 ; 

yq=ya+yb+yc=−5+7+0=2; 
zq=za+zb+zc=2−1+0=1; 

q
r

{3
3
2 ; 2; 1}. 

ж) Обозначим b
r

+
rа + d

r
= k
r

, 
xk=xb+хa+xd=0+3− 2,7=0,3; 
yk=yb+ya+yd=7−5+3,1=5,1; 
zk=zb+za-+zd=−1+2+0,5=1,5; 
k
r

{0,3; 5,1; 1,5}. 

з) Обозначим 
rа + b

r
+
rс + d

r
= m
r

, 

xm=xa+xb+xc+xd=3+0+
3
2
−2,7=3+

30
20

−
30

327 ⋅ =3+
30

8120 − =3−
30
61 =

30
29 ; 

ym=ya+yb+yc+yd=−5+7+0+3,1=5,1; zm=za+zb+zc+zd=2−1+0+0,5=1,5; 

m
r

={
30
29 ; 5,1;1,5}. 

408. Согласно п.44 имеем: AC {XC−XA, ус−yA; zс−zA} 
По рисунку имеем: A(4; 0; 0); B(0; 9; 0); C(0; 0; 2). 
AC: XC−XA=0−4= −4; ус−yA=0−0=0; 
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zс−zA=2−0=2; AC {−4;0;2}. 
CB{XB−XC, уB−yC; zB−zC}. 
XB−XC=0−0=0; уB−yC=9−0=9; zB−zC=0−2=−2; 

СB {0;9;−2}. 
AB: {XB−XA, уB−yA; zB−zA}. 
XB−XA=0−4=−4; уB−yA=9−0=9;

 zB−zA=0−0=0; AB{−4;9;0}. 
MN {XN−XM, уN−yM; zN−zM}. 
Координаты точек M, N и P являются координатами векторов OM, ON и 

OP соответственно. Тогда согласно п. 45: 

ON=
2
1 ОС. Тогда ON{

2
1 xC; 

2
1

 yC; 
2
1 zC}; ON {

2
1
⋅0; 

2
1
⋅0; 

2
1
⋅2}; 

ON {0;0,1}; N {0:0;l}. 

Вектор OM: точка M — середина отрезка AC. Значит OM=
2
1 (ОА+OC), 

xM=
2
1 (xA+xC)=

2
1 (4+0)=2; yм=

2
1 (yA+yC)=

2
1 (0+0)=0 

ZM=
2
1 (ZA+ZC)=

2
1 (0+2)=l; 

M (2; 0; l); OM {2;0;l}. 
MN: xN−xM=0−2=−2; yN−yM=0−0=0; zN−zM=1−1=0; MN {–2;0;0}. 
Точка P — середина отрезка ВС. Значит: 

ОР=
2
1  (OB+OC), xp= 2

1 (xB+xC)=
2
1 (0+0)=0; yp= 2

1 (yB+yC)=
2
1 (9+0)=4

2
1

; 

zp=
2
1 (zB+zC)=

2
1 (0+2)=1; 

P=(0;4
2
1 ;1); OP {0; 4

2
1 ; 1} 

BМ: {хм −хB; yм−yB; zм −zB}; 
хм −хB=2−0=2; yм−yB=0−9=−9; zм −zB=1−0=1; 
BM {2; −9; 1}. 
NP: {хP −хN; yP−yN; zP −zN}; 

хP −хN=0−0=0; yP−yN=4
2
1 −0=4

2
1 ; zP −zN=1−1=0; 

NP {0;3
2
1 ; 0}. 

409. Чтобы найти координаты вектора разности, нужно найти разности 
соответствующих координат этих векторов. 

xa=5; ya=−1; za=1, xb=−2; yb=1; zb=0, 

xc=0; yc=0,2; zc=0,  xd=− 3
1 ; yd=2

5
2 ; zd=− 7

1 . 

a) 
rа − b

r
= р
r

 б) b
r
−
rа = r

r
, 
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р
r

{xa−xb; ya−yb; za−zb}, r
r

{xb−xa; yb−ya; zb−za}, 

р
r

{5−(−2); −1−1; 1−0}, r
r

{−2−5; 1−( −1); 0−1}, 

р
r

{7, −2;1}. r
r

{−7, 2;−1}. 

в) 
rа − rс = q

r
, г) d

r
−
rа = e

r
, 

q
r

{5−0; −1−0,2; 1−0}, e
r

{xd−xa; yd−ya; zd−za}, 

q
r

{5;−1,2;1}. e
r

{−
3
1
−5; 2

5
2
−(−1); −

7
1
−1}, 

 e
r

{−5
3
1 ; 3

5
2 ; −1

7
1 }. 

д) 
rс − d

r
= f
r

, 

f
r

{xc−xd; yc −yd; zc−zd}, f
r

{0−(−
3
1 ); 0,2−2

5
2 ; 0−(−

7
1 )}, 

f
r

{
3
1 ; −2,2, 

7
1 }. 

е) 
rа − b

r
+
rс : пусть 

rа − b
r

= m
r

, 
rа − b

r
+
rс = m

r
+
rс = n

r
, следовательно 

m
r

 { xa−xb; ya −yb; za−zb }. n
r

 {(xa−xb)+xc; (ya−yb)+yc; (za−zb)+zc} 
n
r

 {5−(−2)+0; −1−1+0,2; 1−0+0}, n
r

 {7; −1,8; 1}. 

ж) 
rа − b

r
−
rс = l

r
, l
r

 {xa−xb−xc; ya−yb−yc; za−zb−zc}, 

l
r

 {5+2−0; −1−1−0,2; 1−0−0}, l
r

 {7; −2,2;1}. 
з) Вектор 2

rа  будет иметь координаты {2xa; 2ya; 2za}, или {10;−2;2}. 
и) Вектор –3 b

r
 будет иметь координаты: {–3xb; –3yb; –3zb}, или {6; –3; 0}. 

к) –6 c
r  {–6xc; –6yc; –6zc}, или {–6 0; –6 0,2; –6 0}, –6 c

r
 {0; –1,2; 0}. 

л) – d
r

3
1 {–

3
1 xd; – 3

1 yd; – 3
1 zd}, – d

r

3
1 {–

3
1 (–

3
1 ); –

3
1 2

5
2 ; –

3
1 (–

7
1 )}, 

– d
r

3
1 {

9
1 ; –

15
12 ; 

21
1 }, или – d

r

3
1 {

9
1 ; –

5
4 ; 

21
1 }. 

м) 0,2 b
r

 (0,2xb; 0,2yb; 0,2zb}, 0,2 b
r

 {0,2 (–2); 0,2 1; 0,2 0}, 

0,2 b
r

 {–0,4; 0,2; 0}. 
410. Согласно условиям 
a
r : xa=–1, ya=2, za=0; b

r
: xb=0, yb=–5, zb=–2; c

r
: xc=2, yc=1, zc=–3. 

Для вектора р
r

 вычислим отдельно каждое слагаемое: 
3 b
r

{3хb; 3уb; 3zb}, 3 b
r

{3⋅0; 3⋅(−5); 3⋅(-2)}, 

3 b
r

{0; −15; −6}, обозначим 3 b
r

= m
r

. 
−2
rа  {−2хa; −2уа; −2za}, −2

rа  {−2⋅ (−1); −2⋅2; −2⋅0}, 
−2
rа  {2; −4; 0}, обозначим −2

rа = n
r

. 
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Следовательно р
r

=3 b
r
−2
rа +

rс = m
r

+ n
r

+
rс  будет иметь координаты: 

р
r  {хm+хn+хс; уm+уn+ус; zm+zn+zc}, рr  {0+2+2; −15−4+1; −6+0−3}, 
р
r

{4;−18;−9}. 
Для вектора q

r
 аналогично вычислим: 3

rс {3xc; 3yc; 3zc}, 

3
rс {3⋅2; 3⋅1; 3⋅(−3)}, 3

rс {6; 3; −9}, обозначим 3
rс = r

r
. 

−2 b
r

{−2xb; −2yb; −2zb}, −2 b
r

{−2⋅0; −2⋅(−5); −2⋅(−2)}, 
−2 b

r
{0; 10; 4}, обозначим −2 b

r
= e
r

. 

Следовательно q
r

=3
rс −2 b

r
+
rа = r

r
+ e
r

+
rа , 

q
r

{хr+хе+ха; yr+ye+ya; zr+ze+za}, q
r

{6+0+(−1); 3+10+2; −9+4+0}, 

q
r

{5; 15; −5}. 
411. По правилам суммы, разности, произведения векторов (п. 43) имеем: 
а) 3

rа  {3⋅(−1); 3⋅1; 3⋅1), 3
rа {−3; 3; 3}. 2 b

r
 {2⋅0; 2⋅2; 2⋅(−2)}, 2 b

r
{0; 4; −4}. 

Обозначим: 3
rа +2 b

r
−
rс =(3

rа +2 b
r

)−
rс = s

r
−
rс ; 

s
r =3

rа +2 b
r

; s
r

{−3; 7; −1}; 
rс {−3; 2; 0}; s

r
−
rс = r

r
; 

r
r

{−3−(−3); 7−2; −1−0}; r
r

{0; 5; −1}. 
б) 2

rс {2 ⋅ (−3); 2 ⋅ 2; 2 ⋅ 0}; 2
rс  {−6; 4; 0}; 

rа {−1; 1; 1}; 
−
rа +2

rс − d
r

=(−
rа +2

rс )− d
r

= р
r
− d
r

; 

р
r

=2
rс − rа ; р

r
{−6−(−1); 4−1; 0−1}; р

r
{−5; 3; −1}; d

r
{−2; 1; −2}; 

р
r
− d
r

= q
r

; q
r

{−5−(−2); 3−1; −1−(−2)}; q
r

{−3; 2; 1}. 
в) 0,1

rа  {0,1⋅ (−1); 0,1⋅1; 0,1⋅1}, 0,1
rа {−0,1; 0,1; 0,1}. 

3 b
r

{3⋅0; 3⋅2; 3⋅ (−2)}, 3 b
r

{0; 6; −6}. 
0,7

rс {0,7⋅ (−3); 0,7⋅2; 0,7⋅0}, 0,7
rс  {−2,1; 1,4; 0). 

5 d
r

{5⋅(−2); 5⋅1; 5⋅(−2)}, 5 d
r

{−10; 5; −10}. 

Все сложим, тогда в выражении 0,1
rа +3 b

r
+0,7

rс − d
r

 введем обозначение: 

0,1
rа +3 b

r
= n
r

, n
r

+0,7
rс = m

r
m
r
−5 d

r
= l
r

. 
n
r

{−0,1+0; 0,1+6; 0,1+(−6)}, n
r

 {−0,1; 6,1; −5,9}. 
m
r

 {−0,1+(−2,1); 6,1+1,4; −5,9+0}, m
r

{−2,2; 7,5; −5,9}. 

l
r

{−2,2 − (−10); 7,5 − 5; −5,9 − (−10)}, l
r

{7,8; 2,5; 4,1}. 

г) 2
rа (2⋅(−1); 2⋅1; 2⋅1), 2

rа {−2; 2; 2}, 3 b
r

{0; 6; −6}. 

2 b
r

{0; 4; −4}, 
rа −2 b

r
= f
r

, f
r

{−1−0; 1−4; 1−(−4)}, f
r

{−1; −3; 5}. 

2
rа +3 b

r
= e
r

, e
r

{−2+0; 2+6; 2+(−6)}, e
r

{−2; 8; −4}. 
rа − b

r
= g
r

, g
r

{−1−0; 1−2; 1−(−2)}, g
r

{−1; -1; 3}. 

2(
rа − b

r
)=2 g

r
={-2;-2;6} 
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Следовательно веутор (2
rа +3 b

r
)−(

rа −2 b
r

) имеет координаты 

{−2−(−1); 8−(−3); −4−5}, или {−1; 11; −9} и значит (2
rа +3 b

r
)− 

-(
rа −2 b

r
)+2(

rа − b
r

) имеет координаты {−1+(−2); 11+(−2); −9+6}, 
или {−3; 9; −3}. 
412. Для вектора 

r
i  противоположным будет вектор с обратным знаком: 

(−
r
i ), для 

r
j  - вектор (− j

r
) и т. д. 

i
r

{1; 0; 0}; −
r
i {−1; 0; 0}, j

r
 {0; 1; 0}; − j

r
{0; −1; 0}, k

r
 {0; 0; 1}; − k

r
{0; 0; −1}, 

rа {2; 0; 0}; −
rа {−2; 0; 0}, b

r
{−3; 5; −7}; − b

r
{3; −5; 7}, 

rс {−0,3; 0; 1,75}; 
−
rс {0,3; 0; −1,75}. 
413. а) Координаты вектора 

rа {3; 6; 8} и вектора b
r

 {6; 12; 16} 

пропорциональны: 
6
3 =

12
6 =

16
8  , где k=

2
1

. 

Поэтому 
rа =k b

r
, и, следовательно, векторы 

rа  и b
r

 коллинеарны. 

б) Координаты вектора 
rс  {1; −1; 3} и вектора d

r
 {2; 3; 15} не пропор-

циональны, например 
2
1
≠-

3
1  

Следовательно векторы 
rс  и d

r
 не коллинеарны. 

в) Координаты вектора i
r

{1; 0; 0} и вектора j
r

 {0; 1; 0} не пропорцио-

нальны, следовательно, векторы i
r
и j
r

 не коллинеарны. 

г) Координаты вектора m
r

{0; 0; 0} и вектора n
r

 {5; 7; –3} пропорцио-
нальны при k=0, следовательно, векторы m

r
 и n

r
 коллинеарны. m

r
=0 кол-

линеарен любому вектору. 

д) Координаты вектора р
r

 {
3
1 ; −1; 5} и вектора q

r
 (−1; −3; −15} не про-

порциональны, например 
1

3
1

−
≠

3
1

−
−  

Поэтому векторы р
r

 и q
r

 не коллинеарны. 
414. Для коллинеарных векторов существуют коэффициент k такой, что 
rа =k b

r
; 

b

a
x
x =

b

a
y
y

=
b

a
z
z

=k. 

а) 
18
15 =

12
m =

n
1 =

6
5 , б) 

)(

m

2
1

−
=

n
4,0 =−

5
1 , 

m=
6
5
⋅12=5⋅2=10, m=−

5
1
⋅(−

2
1 )=0,1, 
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n=
5
6

=1
5
1

=1,2; n=−0,4⋅5=−2. 

415. а) Векторы 
rа {−3; −3; 0}, i

r
{1; 0; 0} и j

r
{0; I; 0} являются компла-

нарными, т.к., записав равенство 
rа =x i

r
+y j

r
 через координаты, получим 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+⋅=
⋅+⋅=−
⋅+⋅=−

.3y
,3x

,y0x00
,y1x03
,y0x13

 

Вектор 
rа  можно разложить по векторам i

r
и j
r

: 
rа =–3j–3j. Значит век-

торы 
rа , i

r
и j
r

 компланарны. 

б) Запишем равенство b
r

=x i
r

+y j
r

 через координаты: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+⋅=−
⋅+⋅=
⋅+⋅=

y0x03
y1x00
y0x12

 

Система не имеет решений, следовательно, b
r

, i
r
и j
r
не компланарны. 

в) Запишем равенство 
rс =x i

r
+ k
r
у через координаты: 

rс {1; 0; −2}, i
r

{1; 0; 0}, 

k
r

{0; 0; 1}. 

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+⋅=−
⋅+⋅=
⋅+⋅=

.y2
,00
,x1

,y1x02
,y0x00

,y0x11 rс = i
r

-2 k
r

 

Значит, векторы 
rс , i

r
и k
r

 компланарны. 

г) Векторы d
r

 {1; −1; 2} и e
r

 {−2; 0; 1} не коллинеарны, т.к. координаты век-

тора d
r

 не пропорциональны координатам вектора e
r

. Если вектор f
r

 {5; -1; 0} 

можно разложить по векторам d
r

 и e
r

, то это значит, что векторы d
r

, e
r

 и f
r

 

компланарны. В противном случае векторы d
r

, e
r

 и f
r

 не компланарны. 

Запишем f
r

=x d
r

+y e
r

 в координатах, получим 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=−
−=

y2x0
x1
2yx5

 

Система имеет решение: х=1, у=−2. Поэтому вектор f
r

 можно разложить 

по векторам d
r

 и e
r

, и, следовательно, векторы d
r

, e
r

 и f
r

 компланарны. 

д) Запишем равенство m
r

=х n
r

+у р
r

 в координатах: 
2=1⋅х+0⋅у, 
Система не имеет решений. Поэтому векторы m

r
, n
r

 и р
r

 не компланарны. 
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е) Запишем равенство q
r

=x r
r

+y s
r

 в координатах: 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−−=

−=
−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

xy

x35y
x3y

,y4x33
,yx35
,yx30

4
3

4
3

 

Система не имеет решений. Поэтому векторы q
r

= r
r

+ s
r
не компланарны. 

416. А (3, 2; 1); B (1; −3; 5); С (−
3
1 ; 0,75; −2

4
3 ), т.к. согласно п.44, коор-

динаты любой точки равны соответствующим координатам ее радиус-
вектора. 

417. ОA {2;−3;0}, OB {7; −12; 18} ОС {−8; 0; 5}, т.к. если О — начало ко-
ординат, то ОА, OB и ОС — являются радиус-векторами для точек A, B и С 
и согласно п.44 имеют координаты. 

418. а) АВ{2−3; −1+1; 4−2}, АВ {−1; 0; 2}; 
б) AB {3+2; −1−6; 0+2}, AB {5; −7; 2}; 

в) АВ {
2
1
−1; 

3
1
−

6
5 ; 

4
1
−

2
1 }, АВ {-

2
1 ;−

2
1 ; −

2
1 } 

419. А (1; 6; 2) и В (2; 3; −1). Координатами вектора АВ будут: 
АВ {хВ−хА; уВ− уА; zB − z A}, AB {2−1; 3−6; −1−2}, AB {1; −3; −3}. 
Разложив по координатным векторам i

r
{1; 0; 0}, j

r
 {0; 1; 0} и k

r
{0; 0; 1}, 

получим: AB= i
r
−3 j

r
 − 3 k

r
. 

Точки В (2; 3; −1) и С (−3; 4; 5) —концы вектора ВС. 
BC {−3−2;4−3; 5+1}, BС {−5; 1; 6}, BC=−5 i

r
+ j
r

+6 k
r

. 
Точки А (1; 6; 2) и С (−3; 4; 5) —концы вектора CA. 
СA {1+3; 6−4; 2−5}, СA {4; 2; −3}, CA=4 i

r
+2 j

r
−3 k

r
. 

420. Определим координаты: АВ {2−3; 3+1; −4−5}, АВ {−1; 4; −9}, 
DС {7−8; 0+4; −1−8}, DС{−1; 4; −9}. 

Т.к. AB и DC имеют одинаковые координаты, то 
1) их длины равны; 
2) если их отложить от начала координат, то эти векторы совпадут. 
Значит, векторы AB и DC равны, что и требовалось доказать. 
Рассмотрим векторы ВС и AD. 
ВС {7−2; 0−3; −1+4}, ВС{5; −3; 3}. AD{8−3; −4+1; 8−5}, AD {5; −3; 3}. 
У векторов ВС и AD тоже совпадают координаты, а значит, рассуждая 

аналогично, получим, что векторы совпадают. 
421. а) Если векторы AB и AC коллинеарны, то точки А, В и С лежат на 

одной прямой, а если не коллинеарны, то точки А, В и С не лежат на одной 
прямой. Вычислим координаты этих векторов: AB {−8; 11; −7}, 

AC {24; −33; 21}. Заметим, AC=−3АВ, следовательно, векторы AB и АС 
коллинеарны, т.е. точки A, В и С лежат на одной прямой. 
б) Найдем координаты векторов AB и AC. AB {9; −15; −9}, 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=

=+

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅−−=
−=−

−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=

+=

,3m
,1m3n4
,m3n22

,n0m3
,n4m31

,n2m32

,nzmzz
,nymyy
,nxmxx

cbd

cbd

cbd

AC {18; −30; −18}. Очевидно, что AC=2⋅AB, поэтому векторы AB и AC 
коллинеарны, значит точки А, В, и С лежат на одной прямой. 

В) Найдем координаты векторов AB и AC. AB {1; −9; 9}, AC {2; −18; −14}. 
Векторы AB и AC не коллинеарны, значит, точки A, B и С не лежат на од-
ной прямой. 

422. Рассмотрим векторы DA, DB, DC. 
а) Вычислим координаты векторов DA, DB и DC: 
DA {−2; −13; 3}= ar , DB {1; 4; 1}= b

r
 DC {−1; −1; -4}= cr . 

Запишем равенство ar =m b
r

+n c
r

 в координатах (условие компланарности): 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=−

−=−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=
+=

,nm
,nm

,nm

,nm
,nm

,nm

,nzmzz
,nymyy
,nxmxx

cba

cba

cba

43
134

2

43
413

2
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=−

−=

.m

,n

,13nm4
,n432n

,2nm

3
11
3
5

 

Получаем равенство: −
3
44 =−

3
5
−13=

3
395 −− . 

Признак компланарности векторов выполняется DA=−
3

11 DB−
3
5 DC. 

По определению векторы DA, DB и DC компланарны. Следовательно, 
точки А, В, С и D лежат в одной плоскости. 
б) Определим координаты предполагаемых векторов: 
AD {2; −1; 3}= d

r
, AB {3; 3; −1}= b

r
, AC {−2; −4; 0}= cr . 

Признак компланарности векторов в координатах: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

−=+

.m
,n

,,n

,m
,n

,n

3
2

55

3
84

922
 

Система не имеет решений, следовательно, условие компланарности 
векторов не исполняется, точки А, В, С и D не лежат в одной плоскости. 
в) Рассмотрим векторы: 
AD {−4; 2; −2}= d

r
, AB {−7; 8; 1}= b

r
, AC (7; −14; −7}= cr . 

Признак компланарности векторов d
r

=m b
r

+n cr  в координатах x, y, z: 

;
nm

nm
nm

;
nm
nm

nm
;

nzmzz
nymyy
nxmxx

cbd

cbd

cbd

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
−=

+−=−

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

27
1428

477

72
1482

774
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
++=

+=

.n

,1m

,n142m8

,n

,6m6

,n142m8
,4)2m(m7

,2mn7

7
37

2
7
m  

Подставляя эти значения в третье уравнение, получаем равенство: 

8=2+
7

314 ⋅ ; 8=8. 

Следовательно, векторы компланарны при m=1, n=
7
3 . AD=AB+

7
3 AC. 

При этом все три вектора отложены из одной точки, значит, точки А, В, С и 
D лежат в одной плоскости. 

423. Пусть AA1, BВ1 и CC1 — медианы треугольника ABC, а M — точка 
их пересечения. Докажем, что точка M имеет координаты 

(
3

321 xxx ++ ; 
3

yyy 321 ++ ; 
3

zzz 321 ++ ). 

Координаты точки равны координатам 
ее радиус-вектора. Выберем произвольно 
начало координат и начертим радиус-век-

торы 
→
ОМ , 

→
ОС , 

→
ОВ , и 

→
ОА . Их коорди-

наты будут соответствовать координатам 
точек M, С, В, А соответственно. По тео-
реме о точке пересечения медиан тре-

угольника 
→
АМ =2

→

1МА . 

Так как 
→
АМ =

→
ОМ −

→
ОА , 

→

1МА =
→

1ОА −
→
ОМ , то, подставив эти разности 

в наше равенство, получим: 
→
ОМ −

→
ОА =2(

→

1ОА −
→
ОМ ), или 

→
ОМ + 2

→
ОМ =

→
ОА + 2

→

1ОА , 

или 3
→
ОМ =

→
ОА +2⋅

2
OBOC
→→

+ , т.к. 
→

1ОА =
2

OBOC
→→

+ . 

Следовательно, 
→
ОМ =

2
OCOBOA
→→→

++  или, 

М (
3

321 xxx ++ ; 
3

321 yyy ++ ; 
3

321 zzz ++ ). Доказано. 

424. Координаты середины отрезка выражаются через координаты его 
начала и конца: 

хМ=
2
1

(хA+хв), уМ=
2
1

(уА+уB), zM=
2
1

(zA+zВ). Подставим координаты дан-

ных нам точек: 
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a) хМ=
2
1 (0−2); хМ=-1, уМ=

2
1 (3+2), уМ=

2
5 =2,5; zМ=

2
1 (−4+0), zМ=−2; 

б) 3=
2
1 (14+xB), xB=−8; −2=

2
1

(−8+yB), yB=4; −7=
2
1 (5+zB); −14=5+zB, zB=−19; 

в) −12=
2
1 (xA+0), хA=−24; 4=

2
1 (yA+0), yA=8, 15=

2
1 (zA+2), zA=28. 

425. Пусть M — середина отрезка AВ. Тогда хМ=
2
1 (хA+хв), уМ=

2
1 (уА+уB), 

zM=
2
1 (zA+zВ). Т.к. точка лежит на Ох по условию, то справедливо: 

хМ=
2
1 (хA+хв), 0=

2
1 (уА+уB), 0=

2
1 (zA+zВ). 

а) .

x

5n
2m

;

1x

2
5

2
n

1

;

)n5(0

)2m(0

)23(x

2
1

M
2
3

M

2
m

2
1
2
1

2
1

M

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=

−=
=

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

−=

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+=

−=

+−=

 

б) .
1x

2n

5,0m

;

1x

2;

)n24(0

)m5,0(0

)11(x

M

2
1

M

2
n2

4
1

2
m

2
1
2
1

2
1

M

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
=

−=−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

−=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

+=

+=

 

в) ;
2nm

nm

x

;

1

nm

x

;

)1m1n(0

)nm(0

)10(x
2
1

M

2
m

2
n

2
1

M

2
1
2
1

2
1

M

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
−=

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+

−=

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+−+=

+=

+=

 

.
1n

1m

x

;
2m2
nm

x
2
1

M2
1

M

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

−=
=

=

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−=

=

 

426. |
rа |= 222 zух ++  по определению, тогда 

|AB|= 2
12

2
12

2
12 )zz()уу()хх( ++−+− , где А (х1; y1; z1), B (х2; у2; z2). 

а) A (−1; 0; 2), B (1; −2; 3), 

|AB|= 222 )23()02()11( −+−−++ , |AB|= )( 144 ++ =3; 
б) A (−35; −17; 20), B (−34; −5; 8), 

|AB|= 222 )208()175()3534( −++−++− , 

|AB|= 222 )12(121 −++ = 289 =17. 
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427. |
rа |= 222 zух ++ , тогда |

rа |= 222 7)1(5 +−+ = 75 = 325 ⋅ =5 3 , 

| b
r

|= 222 1)6()32( +−+ = 13634 ++⋅ = 49 =7; 
rс = i

r
+ j
r

+ k
r

 имеет координаты: 
rс  {1; 1; 1}, |

rс |= 222 111 ++ = 3 . 

d
r

=−2 k
r

; d
r

{0; 0; −2}, ⇒ | d
r

| = 2)2(00 222 =−++  

m
r

 {1; −2; 0}, | m
r

|= 0)2(1 22 +−+ = 5  

428. |
rа + b

r
|= 2

12
2

12
2

12 )zz()уу()хх( ++−+− , 

т.к. если 
rа + b

r
= d
r

, то d
r

={ х х у у z z1 2 1 2 1 2+ + +; ; }. 

а) |
rа + b

r
|= 222 )11()32()23( +++−+− = 411 ++ = 6 ; 

б) |
rа |= 222 1)2(3 +−+ = 149 ++ = 14 , 

|
r
b |= 222 132 ++− )( = 194 ++ = 14 , |

rа |+|
r
b |= 14 + 14 =2 14 , 

в) |
rа |−| b

r
|= 14 − 14 =0; 

г) | 
rа − b

r
|= 2

21
2

21
2

21 )zz()уу()хх( ++−+− , 

|
rа − b

r
|= 222 )11()23()32( −+++−− = 02525 ++ =5 2 ; 

д) |3
rс |= 222 )z3()у3()х3( ++ , т.к. 3

rс  {Зх; Зу; 3z}, 

|3
rс |= 222 )31()32()33( ⋅+⋅+⋅− = 222 369 ++ = 126 = 149 ⋅ =3 14 . 

e) 14 |
rс |= 14 ⋅ 222 12)3( ++− = 14 ⋅ 149 ++ = 14 ⋅ 14 =14; 

ж) 2
rа {6; −4; 2}, 3

rс {−9; 6; 3}, 2
rа  −3

rс = m
r

, 

m
r

 {6+9; −4−6; 2−3}, m
r

 {15; −10; −1}, | m
r

|= 222 )1()10(15 +−+ = 

= 1100225 ++ = 326 . 
429. Пусть К середина отрезка MN, тогда: 

K (
2
хх NМ +

;
2
уу NМ + ;

2
zz NМ + ); К (

2
04 +− ;

2
17 − ;

2
20 + ); К (−2; 3; 1), 

значит, ОК {−2; 3; 1} и |ОК|= 222 13)2( ++− = 194 ++ = 14 . 
430. а) Чтобы найти периметр ∆АВС, необходимо вычислить длины век-

торов 
→→→
САиВС,АВ . Периметр треугольника равен их сумме. 

|АВ|= 222 zух ++ , AB {xB-xA, yB-yA; zB-zA}, 

|AB|= 222 )23()12()
2
32( +−+−+− = 222 )1(1)

2
1( −++ =

4
12 =

4
9 =1

2
1 . 
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Аналогично 
→
ВС  (2−2; 0−2; −1+3}, 

→
ВС  (0; −2; 2}, 

|BC|= 222 2)2(0 +−+ = 42 ⋅ =2 2 ; 
→
СА  {

2
3
−2; 1−0; −2+1}, 

→
СА {−

2
1 ; 1; −1}, 

|CA|= 222 )1(1)
2
1( −++− = 11

4
1

++ =
4
9 =

2
3 =1

2
1 . 

|AB|+|BC|+|CA|=1
2
1 +2 2 +1

2
1 =3+2 2 . 

б) AA1, BB1 и CC1 — медианы. 
→

1АА =
2
1 (

→
АВ +

→
АС ), 

→

1ВВ =
2
1 (

→
ВА +

→
ВС ), 

1СС
→

=
2
1 (

→
СА +

→
СВ ); 

→
АВ {2−

2
3 ; 2−1; −3+2}, 

→
АВ {

2
1 ; 1; −1} и 

→
АС {2−

2
3 ; 0−1; −1+2}, 

→
АС {

2
1 ; −1; 1}, следовательно 

→

1АА {
2
1 (

2
1 +

2
1 ); 

2
1 (1−1); 

2
1 (1−1)}, 

→

1АА {
2
1 ; 0; 0}, 

|AA1|= 00)
2
1( 2 ++ =

4
1 =

2
1 =0,5; 

→
ВА =−

→
АВ ; 

→
ВА {−

2
1 ; −1; 1}; 

→
ВС {2−2; 0−2; −1+3}, 

→
ВС {0; −2; 2}, следовательно 

→

1ВВ {
2
1 (−

2
1 +0); 

2
1 (−1−2); 

2
1 (1+2)}, 

→

1ВВ {−
4
1 ; −

2
3 ; 

2
3 }, 

|BB1|= 222 )
2
3()

2
3()

4
1( +−+− =

4
9

4
9

16
1

++ =
16
73 =

4
73 . 

→
СА =−

→
АС ; 

→
СА {−

2
1 ; 1; −1}; 

→
СВ =−

→
ВС ; 

→
СВ {0; 2; −2}, следовательно 

→

1СС {
2
1 (−

2
1 +0); 

2
1 (1+2); 

2
1 (−1−2)}, 

→

1СС {−
4
1 ; 

2
3 ; −

2
3 } и 

|CC1|= 222 )
2
3()

2
3()

4
1( −++ =

4
73 =|BB1|. 

431. Сравним длины сторон треугольника. Для этого по формуле рас-
стояния между двумя точками d= 2

12
2

12
2

12 )zz()уу()хх( −+−+−  найдем 
|АВ|, |ВС|, |АС|. Если а=b=c, то треугольник ABC — равносторонний. Если: 
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с=b ≠ а, то треугольник равнобедренный, если нет одинаковых сторон: с ≠ b 
≠ а, то есть если а > b ≥ с, то следует проверить, выполняется ли теорема 
Пифагора. Если да, то ∆АВС — прямоугольный. 

a) AB= 222 )55()103()29( +−+−+− = 04949 ++ = 492 ⋅ =7 2 . 

ВС= 222 )25()310()22( −−+−+− = 49490 ++ = 492 ⋅ =7 2 . 

AC= 222 )25()33()29( −−+−+− = 49049 ++ =7 2 . 
AB=ВС=АС, треугольник равносторонний. 

б) AB= 222 )24()37()53( −−+++− = 361004 ++ = 140 , 

ВС= 222 )102()33()15( ++−−+− = 1443616 ++ = 196 , 

АС= 222 )104()37()13( +−+−+− = 36164 ++ = 56 , 
ВС>AB>AC. 
Проверим, выполняется ли равенство: 
ВС2=AC2+AB2, ( 196 )2=( 56 )2+( 140 )2, 
196=56+140=196 — верно. Следовательно, треугольник ABC — прямо-

угольный. 

в) AB= 222 )11()53()55( −+−+− = 040 ++ =2, 

BC= 222 )01()33()45( −−++−+− = 101 ++ = 2 , 

AC= 222 )01()35()45( −−++−+− = 141 ++ = 6 , 
АС>АВ>ВС. 
Проверим, выполняется ли равенство AC2=AB2+ВС2. 
6=4+2 — выполняется. Следовательно , треугольник ABC — прямо-

угольный разносторонний. 

г) AB= 222 )00()32()45( −+−++− = 011 ++ = 2 , 

ВС= 222 )20()23()54( ++−++− = 411 ++ = 6 , 

AC= 222 )20()22()55( ++−++− = 400 ++ =2. 
BС>АC>AВ. 
Проверим: ВС2=AC2+AB2, 6=4+2. Следовательно, треугольник ABC — 

прямоугольный равносторонний. 
432. Дано: А (−3; 4; −4), Следовательно, точка А1 — проекция точки А на 

Оху — имеет координаты A1 (−3; 4; 0), 
A2 — проекция точки А на Оуz — имеет координаты: A2 (0; 4; −4), A3 — 

проекция точки А на Oxz — имеет координаты: A3 (−3; 0; −4). По формуле 

расстояния между двумя точками d= 2
12

2
12

2
12 )zz()уу()хх( −+−+−  

Найдем AA1= 2400 ++ =4, AA2= 0032 ++ =3, AA3= 240 + =4, 
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таким образом для А (х; у; z) расстояниями до координатных плоскостей 
будут |x|, |y| и |z|. 
б) На ось Ox проекция A1 точки А имеет координаты А1 (−3; 0; 0), на Oy: 

A2 (0; 4; 0), на Oz: A3 (0; 0; −4). 

AA1= 22 440 ++ =4 2 ; AA2= 22 403 ++ = 169 + =5; АА3= 22 43 + =5. 
433. Искомая точка для каждой плоскости – это основание перпендикуляра, 

опущенного из данной точки А на соответствующую плоскость. Следова-
тельно, искомые точки имеют координаты (0; 2; −3), (−1; 0; −3), (-1; 2; 0). 

434. Наименьшее расстояние — это длина перпендикуляра, опущенного 
из этой точки на ось координат, то есть расстояние между точкой и ее про-
екцией на ось координат. Координатами про-екций точки на координатные 
оси будут абсцисса, ордината и аппликата этой точки. Следовательно, для 
В(3; −4; 7 ) проекция на ось Ox будет иметь координаты B1 (3; 0; 0), на 

Oy: B2 (0; −4; 0), на Oz: B3 (0; 0; 7 ). 
435. Найдем длины сторон ∆ABC по формуле расстояния между двумя 

точками: d= 2
12

2
12

2
12 )zz()уу()хх( −+−+− , 

|АВ|= 222 )3k()20()11( −+−++ = 2344 )( −++ k = 238 )( −+ k , 

|ВС|= 222 )31()20()10( −+−++ = 441 ++ = 9 =3, 

|АС|= 222 )1k()00()01( −+−+− = 2)1k(1 −+ . 
Треугольник будет равнобедренным, если будет выполнено одно из трех 

условий: 1) AB=ВС, или 2) AB=AC, или 3) AC=ВС. 

1) 2)3k(8 −+ =3, 2) 2)3k(8 −+ = 2)1k(1 −+ , 
8+(k−3)2=9, 8+(k−3)2=1+(k−1)2, 
(k–3)2=1, 8+k2+9-6k=1+k2−2k+1, 

⎢
⎣

⎡
=−=−
==−

.2k,13k
,4k,13k

 
.75,3k,k415

k4217

4
15 ===

=−
 

3) 2)1k(1 −+ =3 

1+(k−1)2=9, (k−1)2=8, k−1=2 2 , k=2 2 +1, k−1=−2 2 , k=1−2 2 . 
436. По формуле расстояния между двумя точками вычислим длины сто-

рон трапеции A BCD: 

АВ= 0)04()04( 22 +−+− = 1616 + = 32 =4 2 , 

ВС= 22 )04()03(0 −+−+ = 169 + = 25 =5, 

CD= 222 )44()34()01( −+−+− = 011 ++ = 2 , 

DA= 222 )40()44()04( −+−+− = 1609 ++ =5. 
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Р

|AD|=|СВ|=5, следовательно, ABCD будет равнобедренной трапецией, ес-
ли доказать, что DC || AB, то есть, что DC и АВ коллинеарны. 
Если существует число k такое, что b

r
=k
rа  и 

rа ≠0, то 
rа и b

r
 коллинеарны. 

АВ {−4; −4; 0}, CD {1; 1; 0}. 
Очевидно, что АВ=−4CD, т. е. АВ и CD коллинеарны. значит, АВ || CD и 

ABCD — равнобедренная трапеция. 
437. Расстояние между двумя точками 

d= 2
12

2
12

2
12 )zz()уу)хх( −+−+− : 

а) Пусть С (х; 0; 0) — точка на оси Ох, равноудаленная от точек А и В. 
Следовательно, СА=СВ, или в координатах: 

222 )05()03()х2( −+−+−− = 222 )03()02()х3( −−+−+− , 

259хх44 2 ++++ = 94хх69 2 +++− , 

38х4х2 ++ = 22х6х2 +−  
х2+4х+38=x2 − 6х+22, 10х=−16, х=−1,6; С (−1,6; 0; 0). 
Равноудаленной от точек А и В будет точка С (−1,6; 0; 0). 
б) Пусть D (0; у, 0) — точка на оси Оу, равноудаленная от А и В. AD=DB. 

222 )05()у3()02( −+−+−− = 222 )03()у2()03( −−+−+−  

25уу694 2 ++−+ = 9уу449 2 ++−+ , 

38у6у2 +− = 22у4у2 +−  
у2 −6у+38=у2 −4у+22, 2у=16, у=8; D (0; 8; 0). 
в) Пусть E (0; 0; z) —точка на оси Oz, равноудаленная от А и B. 

222 )z5()03()02( −+−+−− = 222 )z3()02()03( −−+−+−  

2zz102594 +−++ = 2zz6949 ++++ , 

38z10z2 +− = 22z6z2 ++  
z2 −10z+38=z2+6z+22, 16z=16, z=1; E (0; 0; 1). 
438. а) Пусть на плоскости Оху точка Р (х; 

у; 0) равноудалена от А, В и С. Используя 
формулу 

d= 2
12

2
12

2
12 )zz()уу()хх −+−+− , со-

ставим систему уравнений:
⎩
⎨
⎧

=
=
СРАР

,ВРАР
 

AР= 222 )03()у2()х1( −+−+−− = 

= 9eyy44хх21 2 ++−+++ = 144222 +−++ ухух , 

BР= 222 )02()у1()х2( −+−+−− = 4уу21хх44 22 ++−+++ = 

В 
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= 9y2x4yx 22 +−++ , 
СР= ( ) ( ) ( )0 1 2 02 2 2− + − − + −х у = х у у2 21 2 1+ + + + = 

= х у у2 2 2 2+ + + , 

х у х у х у х у

х у х у х у у

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4 14 4 2 9

2 4 14 2 2

+ + − + = + + − +

+ + − + = + + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,
 

х у х у х у х у
х у х у х у у

2 2 2 2

2 2 2 2

2 4 14 4 2 9
2 4 14 2 2

+ + − + = + + − +

+ + − + = + + +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,

 

⎩
⎨
⎧

+=
=+

12х2у6
5у2х2

; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

+=

5)х2(2х2

х2у

3
1

3
1

; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

+=

5x4›2

2y

3
2

x
3
1

; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

+=

12

2y

x
3
2

x
3
1

; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

=

x2y

1x

3
1

3
8

; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅+=

=

8
3

3
1

8
3

2y

x
; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

=

8
17

8
1

8
3

2y

x
. 

Точка Р ( 
8
3 ; 

8
17 ; 0) лежит на плоскости Оху и равноудалена от точек А, В и C. 

б) Пусть на координатной плоскости Oyz точка Q (0; y; z) равноудалена 
от А, В и С, следовательно 

⎩
⎨
⎧

=
=

CQAQ
,BQAQ

(очевидно, что и BQ=CQ). 

AQ= ( ) ( ) ( )− − + − + −1 0 2 32 2 2у z = 1 4 4 9 62 2+ − + + − +у у z z = 

= у z у z2 2 4 6 14+ − − + , 

BQ= ( ) ( ) ( )− − + − + −2 0 1 22 2 2у z = 4 1 2 4 42 2+ − + + − +у у z z = 

= у z у z2 2 2 4 9+ − − + , 

CQ= ( ) ( ) ( )0 0 1 12 2 2− + − − + −у z = 0 1 2 4 42 2+ + + + − +у у z z = 

= у z у z2 2 2 2 2+ + − + . 

у z у z у z у z

у z у z у z у z

2 2 2 2

2 2 2 2

4 6 14 2 4 9

4 6 14 2 2 2

+ − − + = + − − +

+ − − + = + + − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,
 

у z у z у z у z
у z у z у z у z

2 2 2 2

2 2 2 2

4 6 14 2 4 9
4 6 14 2 2 2

+ − − + = + − − +

+ − − + = + + − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,
 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

12z4y6
5z2y2 ; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−

−=

⋅ 12z4z6

zy

2
56

2
5

; 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

3z2

zy
2
5

; z=
2
3

: y=1. 



 20 

Q (0; 1; 
2
3 ). 

в) Пусть на координатной плоскости Ozx точка R (x, 0; z) равноудалена 
от точек A, В и С, следовательно 

⎩
⎨
⎧

=
=

CRAR
,BRAR
 

AR= ( ) ( ) ( )− − + − + −1 2 0 32 2 2х z = 

= 1 2 4 9 62 2+ + + + − +х х z z = х z х z2 2 2 6 14+ + − + , 
BR= ( ) ( ) ( )− − + − + −2 1 0 22 2 2х z = 

= 4 4 1 4 42 2+ + + + − +х х z z = х z х z2 2 4 4 9+ + − + , 
CR= ( ) ( ) ( )0 1 0 12 2 2− + − − + −х z = 

= х z z2 21 1 2+ + − + = х z z2 2 2 2+ − + , 
х z х z х z х z

х z х z х z z

2 2 2 2

2 2 2 2

2 6 14 4 4 9

2 6 14 2 2

+ + − + = + + − +

+ + − + = + − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

,
 

х z х z х z х z
х z х z х z z

2 2 2 2

2 2 2 2

2 6 14 4 4 9
2 6 14 2 2

+ + − + = + + − +

+ + − + = + − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,

 

2 2 5
2 4 12
х z
х z
+ =
= −

⎧
⎨
⎩

,
,
 х z

z z
= −
− + =

⎧
⎨
⎩

2 5
4 12 2 5

,
,
 х z

z
= −
=

⎧
⎨
⎩

2 6
6 17

,
,

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−=

=

;6x

,z

3
1

3
17
6

17

 R (−
3
1 ; 0; 

6
17

). 

439. а) Пусть точка R — центр окружности, описанной около ∆АОВ, 
следовательно 

⎩
⎨
⎧

==
==

rORAR
,rBRAR
где r — радиус окружности; 

Точки А, О, В и R лежат в одной плоскости. 
Точка О (0; 0; 0) совпадает с началом координат, А (4; 0; 0) лежит на оси 

Ох; В (0; 6; 0) лежит на оси Оу, следовательно, ∆AOB лежит в координат-
ной плоскости Оху, тогда, центр описанной окружности лежит в той же 
плоскости. Следовательно, координаты центра: R (х; у; 0). По формуле рас-
стояния между двумя точками: 
АR = ( ) ( ) ( )4 0 0 02 2 2− + − + −х у = 16 8 2 2− + +х х у , 

ВR= ( ) ( ) ( )0 6 0 02 2 2− + − + −х у = х у у2 236 12+ − + , 

OR= ( ) ( )0 02 2− + −х у = х у2 2+ . 



 21 

 

K 

Можем записать систему уравнений: 

;
yxx8yx16

36y12yxx8yx16

2222

2222

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=−++

+−+=−++  

;
yx16x8yx

36y12yx16x8yx
2222

2222

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=+−+

+−+=+−+  ;
16x8

20y12x8

⎩
⎨
⎧

=
−=

;
3y

2x

12
36

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

=  

Координаты центра окружности, описанной около ∆АОВ: R (2; 3; 0). Ра-
диус описанной окружности равен АR=ВR=ОR=r, 
r= х у2 2+ = 94 + = 13 . 
б) Если точка R (х; у; z) равноудалена от вершин тетраэдра ОАВС, то 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

CRBR
BRAR
AROR

 

OR= ( ) ( ) ( )х у z− + − + −0 0 02 2 2 = х у z2 2 2+ + , 
АR= ( ) ( ) ( )х у z− + − + −4 0 02 2 2 = х х у z2 2 28 16− + + + , 
ВR= ( ) ( ) ( )х у z− + − + −0 6 02 2 2 = х у у z2 2 212 36+ − + + , 
CR= ( ) ( ) ( )х у z− + − + +0 0 22 2 2 = х у z z2 2 2 4 4+ + + + . 
Можем записать систему уравнений: 

;

4z4zyx36zy12yx

36zy12yx16zyx8x

16zyx8xzyx

222222

222222

222222

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

++++=++−+

++−+=+++−

+++−=++
 

;

4z4zyx36zy12yx

36zy12yx16zyx8x

16zyx8xzyx

222222

222222

222222

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++++=++−+

++−+=+++−

+++−=++
 

.
1z

3y
2x

;
32z436

36y12
2x

;
32z4y12
20x8y12

16x8

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
+=

=
 

440. Введем прямоугольную систему коор-
динат с началом в точке С и с осями: Ох — по 
отрезку СА, Оу — по отрезку СВ, тогда точка D 
будет лежать на оси Оz. Пусть точка К — 
середина АВ. Во введенной системе координат 
A (b; 0; 0), B (0; а; 0), С (0; 0; 0), D (0; 0; m). 

Точка К ( х хА В+
2

; у уА В+
2

; z zА В+
2

), 
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Подставляя координаты точек А и В, получим: К (
2
b ; 

2
a ; 0). 

Следовательно: 

|DК|= 222 )0()0
2

()0
2

( mab
−+−+− = 2

22
m

4
a

4
b

++ . 
441. Сделаем рисунок. 
а) Векторы 

→

1ВВ  и 
→
СВ1  совпадают с катетом и гипотенузой прямоуголь-

ного треугольника BВ1С, следовательно, В1В1С=45°. 
б) 

→
BD =

→

11DB , т.к. они сонаправлены и имеют 

одинаковую длину. 
→

BD =
→

11DB =−
→

DB . 

Угол между 
→

DB и 
→

DA  — угол между стороной и 
диагональю квадрата, т. е. α=45°. Тогда угол между 
→

DA  и 
→

11DB  равен 135°. 
→

DA
∧ →

DB =135°=
→

DA
∧ →

11DB . 

в) 
→

11CA  и 
→

BA1  совпадают со сторонами равностороннего треугольника 
АВС и отложены из одной точки. Следовательно, угол 60°. 

г) 
→

BC =
→

AD ; 
→

BC
∧ →

AC =
→

AC
∧ →

AD =45° (угол между стороной и диаго-
налью квадрата). 

д) 
→

1BB =
→

1AA , 
→

1BB
∧ →

AC =
→

1AA
∧ →

AC =90°. 
e) AD1 — BC1. Пусть О — точка пересечения диагоналей В1С и ВС1, 

квадрата ВВ1С1С. ВС1=2ОС1; B1C1=2ОС, следовательно, 
→

1BC
∧ →

CB1 =
→

1OC
∧ →

CO1 =90°. 

ж) 
→

11DA =
→

BC , следовательно, 
→

11DA
∧ →

BC =0°. 

з) 
→

1AA =-
→

CC1 , следовательно, угол между ними равен 180°. 

442. Угол ϕ=
→∧→

CDAB , тогда угол между векторами (1) 
→

BA  и 
→

DC  равен 

ϕ, (2) 
→

BA  и 
→

CD равен 1800−ϕ, (3) 
→

AB  и 
→

DC  равен 1800−ϕ. 

Отложим вектора 
→

AB  и 
→

CD  от одной точки и построим векторы 
→

BA , 
→

DC . 

Тогда в случае (1) углы между векторами 
→

AB , 
→

CD  и 
→

BA  и 
→

DC  равны как вер-
тикальные; в случаях (2) и (3) углы вычисляются как смежные. 
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443. 
rа ⋅ b

r
=|
rа |⋅| b

r
| cos (

rа
∧

b
r

). 

a) 
→

AD ⋅
→

11CB =|
→

AD | ⋅ |
→

11CB | ⋅ cos (
→

AD
∧ →

11CB )=а2, 

Т.к. cos (
→

AD
∧ →

11CB )=1 и |
→

AD | = |
→

11CB | 

б) 
→

AC =−
→

11AC , cos (
→

AC
∧ →

11AC )=cos 180°=−1, 

|
→

AC |=|
→

11AC |= а а2 2+ = 2 2а = 2a  
→

AC ⋅ 
→

11AC = 2 2а ⋅ 2 2а ⋅ (−1)=−2a2. 
в) D1B ⊥ АС (по теореме о трех перпендикулярах), 

cos (
→

BD1
∧ →

AC )=cos 90°=0, 
→

BD1 ⋅ 
→

AC =0. 

г) 
→

1BA  совпадает с диагональю грани куба, как и 
→

1BC . 

|
→

1BA |=| 
→

1BC |= 2 2а = 2a  

∆BA1C1 — равносторонний, ∠А1ВС1=60°=
→

1BA
∧ →

1BC , cos 60°=
2
1 , 

→

1BA ⋅ 
→

1BC =|
→

1BA |=|
→

1BC | ⋅ соs (
→

1BA
∧ →

1BC )= 22а ⋅ 22а ⋅ 
2
1 =а2. 

д) 
→

11OA =
2
1 →

11CA , cos (
→

11OA
∧ →

11CA )=cos 0=1, 

|
→

11OA  |=|
→

11CA |=
2
1 ⋅ 2 2а , 

→

11OA ⋅ 
→

11CA = 2 2а ⋅ 
2
1
⋅ 2 2а ⋅1=а2. 

е) 
→

11OD =
2
1 →

11BD , 
→

11OB =
2
1 →

11DB =−
2
1 →

11BD =−
→

11OD . 

→

11OD
∧ →

11OB =180°, cos 180°=−1, | 
→

11OD |=|
→

11OB |=
2
1
⋅ 2 2а , 

→

11OD ⋅ 
→

11OB =
2
1 ⋅ 22а ⋅

2
1 ⋅ 22а ⋅(−1)=

4
1 ⋅2a2⋅(−1)=− 

2
1 a2. 

ж) 
→

1BO  совпадает с гипотенузой прямоугольного ∆BB1O1, у которого ка-

теты: |
→

1BB |=a, |
→

11OB |=
2
1 22а , 

|
→

1BO |= 22 2
4
1 aa ⋅+ =

2
3 а, |

→
BC1 |= 2 2а , 

→

1BO
∧ →

BC1 =180°−(
→

1BO
∧ →

1BC )=180°−∠O1BC1. 



 24 

∠O1BC1= 2
1
∠A1BC1= 2

1
⋅60°=30°, т.к. ∆BA1С1 — равносторонний 

→

1BO ⋅ 
→

BC1 =|
→

1BO |⋅ |
→

BC1 | ⋅ cos 150°=
2
3
⋅а⋅ 2 2а ⋅(−

2
3 ) = 

= a⋅a⋅
2
3 ⋅ 2 ⋅(−

2
3 )=a2⋅(−

2
3 )⋅ 3 =−

2
3 a2. 

444. Пусть 
rа {x1; у1; z1}, b

r
{х2; у2; z2}, тогда 

rа b
r

=х1х2+у1y2+z1z2, 
тогда 

rа ⋅
rс =1⋅5+(−1)⋅6+2⋅2=5−6+4=3, 

rа ⋅ b
r

=−1−1+2=0, b
r
⋅
rс =−5+6+2=3, 

rа ⋅
rа =1+1+4=6, bb

rr
= 111 ++ = 3 . 

445. 
rа {3; −5; 1}, { }5;1;0b −

→
. 

а) 
rа b
r

=3⋅0−5⋅1−5⋅1=−10; 
б) i

r
{1; 0; 0}, 

rа i
r

=3⋅1−5⋅0+1⋅0=3; 

в) j
r

{0; 1; 0}, b
r

j
r

=0⋅0+1⋅1−5⋅0=1; 

г) (
rа + b

r
) k
r

=
rа ⋅ k

r
+ b
r
⋅ k
r

, k
r

{0; 0; 1},  

(
rа + b

r
) k
r

=0⋅3+0⋅(−5)+1⋅1+0⋅0+1⋅0−5⋅1=1−5=−4; 

д) (
rа −2 b

r
)( k
r

+ i
r
−2 j

r
)=
rа ⋅ k

r
+
rа ⋅ i
r
−2
rа ⋅ j

r
−b
r
⋅ k
r
−2 b

r
⋅ i
r

+4 b
r
⋅ j
r

=(3⋅0−5⋅0+ 
+1−1)+(3⋅1−5⋅0+1⋅0)−2 (3⋅0−5⋅1+1⋅ 0)−2 (0⋅0+1⋅0−5⋅1)−2(0⋅1+1⋅0–5⋅0)+4 (0⋅0+ 
+1⋅1−5⋅0)=1+3+10+10+4=28. 

446. cosα=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzуухх

++⋅++

⋅+⋅+⋅ , далее если 0<α<90° (острый 

угол), то cosα>0, если cosα=0, то α=90°, если 90°<α<180°, то cosα<0. 
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1 zyxzyx ++⋅++ >0 для любых векторов, отличных от нуле-

вого. Тогда знак cosα совпадает со знаком числителя. 
а) cos (

rа ^ b
r

) < 0, т.к. 3⋅(−5)+(−1)⋅1+(0⋅1)=−15−1=−16<0, следовательно, 
угол тупой; 
б) cos ( b

r
^
rс  ) > 0, т.к. −5⋅ (−1)+1⋅ (−2)+0⋅1=5⋅2=3>0, следовательно, угол ост-

рый; 

в) cos (
rа

∧ rс )=0, т.к. 3⋅(−1)+(−1)⋅(−2)+(1⋅1)=−3+2+1=0, следовательно, 
угол прямой 

447. i
r

{1; 0; 0}; j
r

{0; 1; 0}; k
r

{0; 0; 1}. 

cosα=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzуухх

++⋅++

⋅+⋅+⋅  знак cosα зависит от знака числителя. 

а) Если cos (
rа

∧
i
r

) > 0 , то 
rа i
r

< 90°. Докажем это. 
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х1⋅х2+у1⋅y2+z1⋅z2=3⋅3+(−5)⋅0+0⋅0=3, 3>0, следовательно, все выражение 

положительное. cos (
rа

∧
i
r

) >0, 
rа i
r

<90°. 

б) Если cos (
rа

∧
j
r

) < 0 , то 
rа j
r

> 90°. Докажем это. 
х1⋅х2+у1⋅y2+z1⋅z2=3⋅0+(−5)⋅1+(0⋅0)=−5, −5<0, следовательно, все выраже-

ние отрицательно. cos (
rа

∧
j
r

)<0, 
rа j
r

>90°. 

в) 
rа ⋅ k

r
=90°, когда cos (

rа
∧

k
r

)=0. cos α=0, если числитель равен нулю. 

х1⋅х2+у1⋅y2+z1⋅z2=3⋅0+(−5)⋅0+0⋅1=0, следовательно, cos(
rа

∧
k
r

)=0, 
rа ⋅ k

r
=90°. 

448. 
rа ⋅ b

r
=x1⋅x2+y1⋅у2+z1⋅z2. 

а) 
rа ⋅ b

r
=−1⋅5+2x−3⋅1=2x−8. 

По условию задачи: 2x−8=3, 2х=11, x=5
2
1 =5,5; 

б) 
rа ⋅ b

r
=2х−8=−1, 2x=7, x=3,5; 

в) 
rа ⊥ b

r
=|
rа |⋅| b

r
|, когда cos

rа b
r

=0, тогда, 
rа b
r

=|
rа |⋅ b

r
|cos(

rа b
r

)=x1x2+y1y2+z1z2=0, −1⋅5+2x−3⋅1=2x−8=0, x=4. 

449. 
rа {m; 3 ;4}; b

r
{4; m; −7}, 

Векторы перпендикулярны тогда и только тогда, когда 
rа b
r

=0 
rа b
r

=4m+3m−28=0, 7m=28, m=4. 

450. Докажем, что 
→→

= DCАВ , 
→

AB ⋅
→

AD =0, 
→→

= ADAB : 

→
AB = ( ) ( ) ( ) 2221102 222

=−+−+−  

→
DC = ( ) ( ) ( ) 2221102 222

=−+−+−  

→
AB = 2  аналогично. 

→→
⋅ADAB =(2-1) ⋅ 0+0 ⋅ 1+0 ⋅ (-1)=0 

Таким образом, 
→

AB =
→

DC =
→

AD , 
→→

⋅ADAB =0, следовательно, ABCD — квадрат. 

451. Применим формулу: cos (
rа

∧
b
r

)=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzуухх

++⋅++

⋅+⋅+⋅  

а) cos (
rа

∧
b
r

)=
909044
)3(00)2(32

++⋅++

−⋅+⋅−+⋅ =
188

6
⋅

=
2322

6
⋅

=
12
6 =

2
1 , 



 26 

rа
∧

b
r

=60°; 

б) cos (
rа

∧
b
r

)=
099422

20)3(2)3(2
++⋅++

⋅+−⋅+−⋅ =
2322

26
⋅

− =−
2
2 , 

cos 
rа

∧
b
r

<0, значит, это тупой угол, 
rа

∧
b
r

=180°−45°=135°; 

в) cos (
rа

∧
b
r

)=
1300250

10)3(500
++⋅++

⋅+−⋅+⋅ =
25

35
⋅
⋅− =−

2
3 , 

cos (
rа

∧
b
r

) < 0, значит, угол тупой, 
rа

∧
b
r

=180°−30°=150°; 

г) аналогично, воспользовавшись формулой, получим 
rа

∧
b
r

=45° 

452. i
r

{1;0;0}, j
r

{0;1;0}, k
r

{0;0;1}. Воспользуемся формулой (см. 451): 

cos (
rа

∧
i
r

)=
001144

0012
++⋅++

++⋅ =
13

2
⋅

=
3
2 ; 

rа
∧

i
r

=50° 46'; 

cos (
rа

∧
j
r

)=
1414
021112

⋅++

⋅+⋅+⋅ =
3
1 ; 

rа
∧

j
r

=63° 26'; 

cos (
rа

∧
k
r

)=
19

120102
⋅

⋅+⋅+⋅ =
3
2 ;
rа

∧
k
r

=50° 46'. 

453. 
→

CA  {1−1; 3−2; 0+1}, 
→

CA {0; 1; 1}; 
→

CB  {2−1; 3−2; −1+1}, 
→

CB {1; 1; 0}; 

cos (
→

CA
∧ →

CB )=
2222 1111

010

+⋅+

++ =
22

1
⋅

=
2
1 , 

→
CA

∧ →
CB =60°. 

454. cos α=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzуухх

++⋅++

⋅+⋅+⋅  

→
AB  {3−1; −1+1; 1−3}, 

→
AB {2; 0; −2}, 

→
BA  {−2; 0; 2}; 

→
AC  {−1−1; 1+1; 3−3}, 

→
AC {−2; 2; 0}, 

→
CA {2; −2; 0}; 

→
BC  {−1−3; 1+1; 3−1}, 

→
BC {−4; 2; 2}, 

→
CB {4; −2; −2}. 

cos (
→

AB
∧ →

AC )=
4444

004
+⋅+

++− =−
8
4 =−

2
1 ; 

→
AB

∧ →
AC =180°−60°=120°; 

cos (
→

BA
∧ →

BC )=
4416404

2220)4(2
++⋅++

⋅+⋅+−− =
32222

48
⋅⋅

+ =
324

12
⋅

=
2
3 ; 

→
BA

∧ →
BC =30°; 
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cos (
→

CA
∧ →

CB )=
441644

)2(0)2()2(42
++⋅+

−⋅+−⋅−+⋅ =
32222

48
⋅⋅

+ =
2
3 ; 

→
CA

∧ →
CB =30°, следовательно, углы при основании равны. ABC — рав-

нобедренный. 

Вычислим |ВС| и |АВ| (|АВ| − |АС|): |
rа |= х у z2 2 2+ + . 

|
→

BC |= 4416 ++ = 24 =2 2 ⋅ 3 , 

|
→

AB |= 44 + = 8 =2 2 , 

P=|
→

BC |+2|
→

AB |=2 2 ⋅ 3 +2⋅2 2 =2 2 (2+ 3 ). 

Вычислим  площадь ∆АВС: S=
2
1 ВС⋅AD, где AD⊥ВС. 

Точка D — середина отрезка ВС, т.к. ∆ABC — равнобедренный. 
Тогда D (1;0;2). 

|
→

AD |= 222 )23()01()11( −+−−+− = 110 ++ = 2  

Следовательно, S=
2
1
⋅2 2 ⋅ 3 ⋅ 2 =2 3 . 

455. Пусть сторона куба равна а, следовательно: 
а) В прямоугольном треугольнике АА1С1 положим, АА1= 

=0, тогда А1С1= 22 aa + =а 2  по теореме Пифагора. 

|
→

1AC |= 22 2 )a(a + = 22 a2a + = 3 , 

cos (
→

1AA
∧ →

1AC )=cos ∠A1AC1=
1

1
А„
АА =

3a
a =

3
1 =

3
3 . 

б) Векторы |
→

1BD | и |
→

1DB | лежат в плоскости BB1D, сечение куба этой 

плоскостью — это прямоугольник BB1D1D со сторонами а и а 2 . 
→

1BD
∧ →

1DB =∠B1ОD1. 
По теореме косинусов в ∆ B1ÎD1: 

|
→

11DB |2=|
→

1OB |2+|
→

1OD |2−2|
→

1OB |⋅|
→

1OD | cos∠B1ОD1. 

|
→

1OB |=|
→

1OD |=
2
1 |

→

1DB |=
2
1 |

→

1AC |=
2

3a , |
→

11DB |=|
→

11CA |=a 2 , следова-

тельно 

cos ∠B1ОD1==
)()(2

)2a()()(

2
3a

2
3a

22
2

3a2
2

3a

⋅⋅

−+ =
11

2
11

2
1

2
1

ODOB2
|DB||OD||OB|

⋅
−+

→→→

= 
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=
2

2
3

2
4

32a
4

32a

a

a2−+ ⋅⋅

=
2

2
3

22
2
3

a

a2a −
=1−

3
4 =−

3
1 . 

в) С1С⊥BD, AC⊥BD (no свойству 
диагонали квадрата). 
Следовательно, BD перпендикулярно плос-

кости АС1С, тогда, BD ⊥ AC1, 

cos (
→

BD
∧ →

1AC )=cos 90°=0. 
456. Введем прямоугольную систему координат с началом в точке D. То-

гда, координаты вершин прямоугольного параллелепипеда: 
A (2;0;0); A1(2;0;2); B (2;1;0); B1 (2;1;2); С(0;1;0); С1 (0;1;2); 
D (0;0;0); D1 (0;0;2). 

cos α=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

⋅+⋅+⋅  

где 
rа

∧
b
r

=α, 
rа {x1; y1; z1}, b

r
{x2; y2; z2}; 

rа ≠0; b
r
≠0. 

→
DB  {2; 1; 2}, а это координаты точки В1. 
→

1BC  {0−2;1−1;2−0), 
→

1BC {−2;0;2}. 

cos (
→

1DB
∧ →

1BC )=
404414

2201)2(2
++⋅++

⋅+⋅+−⋅ =
89
44

⋅

+− =0 

→

1DB
∧ →

1BC =90°. 

457. (
rа + b

r
) 
rс =

rа rс + b
r rс (распределительный закон); 

rа rс =|
rа |⋅|

rс | cos (
rа

∧ rс )=1⋅2cos 60°=2⋅
2
1 =1; 

b
r rс =| b

r
|⋅|
rс | cos ( b

r ∧ rс )=2⋅2 cos 60°=2; 

(
rа + b

r
) 
rс =1+2=3. 

458. см.учебник. 
459.  а) (

rа + b
r

+
rс ) (2 b

r
)=((

rа + b
r

)+
rс ) (2 b

r
)=(

rа + b
r

)2 b
r

+2 b
r

·
rс =2 b

r
·
rа + 

+2 b
r

· b
r

+2 b
r rс =2| b

r
|⋅|
rа | cos 120°+2| b

r
|⋅| b
r

| cos 0°+2| b
r

|⋅|
rс | cos90°=2⋅1⋅1⋅(−

2
1 )+ 

+2⋅1⋅1⋅1+0=−1+2=1; 
(
rа −b

r
+
rс )(

rа −
rс )=

rа rа −
rа b
r

+
rа rс –

rа rс + b
r rс − rс rс =

rа rа −
rа b
r
−
rс rс + 

+ b
r rс =|

rа |⋅|
rа | 

cos 0°−|
rа |⋅| b

r
| cos 120°−|

rс |⋅|
rс | cos 0°+| b

r
|⋅|
rс | cos 90°=1

2
1
−1+0=

2
1 ; 
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б) |
rа − b

r
|=| р
r

|, где по теореме косинусов 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−+

→∧→→→→→
bacosba2ba

22
= )

2
1(211 −⋅−+ = 3  

|
rа + b

r
− 
rс |=| d

r
|.  

|
→
a +

→
b |= =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+

→∧→→→→→ 222

ba180cosba2ba o 111 −+ =1 

|
→
d |2=|

→→
+ ba |2+|

→
c |2, следовательно, |

→
d |= 211 =+  

460. см.учебник. 

461. Пусть 
→

DA =
rа ; 

→
DB = b

r
, 

→
DC =

rс ; 
rа b
r

= b
r rс =

rа rс =60°. 

Выразим 
→

MN  и 
→

BC  через 
rа , b

r
 и 
rс . 

→
BC =

rс − b
r

, 
→

MN =
→

MD +
→

DB +
→

BN =−
2
1 rа + b

r
+ 

+
2
1 (
rс − b

r
)= b
r
−

2
1 rа +

2
1 rс −

2
1 b
r

=
2
1 ( b

r
−
rа +

rс ), 

→
MN ⋅

→
AD =

2
1 ( b

r
−
rа +

rс )(−
rа )=−

2
1 rа · b

r
+

2
1 rа ·

rа −
2
1 rа ·

rс = 

=−
2
1 |
rа |⋅| b

r
| cos 60°+

2
1 |
rа |⋅|

rа | cos 0°−
2
1 |
rа |⋅|

rс | cos 60°=
2
1 ⋅

2
1 +

2
1 −

2
1 ⋅

2
1 =0. 

→
MN ⋅

→
BC =

2
1 ( b

r
−
rа +

rс )(
rс −b

r
)=

2
1 b
r rс −

2
1 rа rс +

2
1 rс 2−

2
1 b
r

2+
2
1 rа · b

r
−

2
1  

b
r

·
rс =

2
1 (
rс 2− b

r
2+
rа b
r
−
rа rс )=

2
1
⋅0=0, т.к. 

rс 2=|
rс |⋅|

rс |⋅1= b
r

2=| b
r

|⋅| b
r

|⋅1, 

т.к. |
rс |=| b

r
| по условию; 

rа b
r

=
rа
rс , т.к. |

rа |=| b
r

|=|
rс | и 

rа b
r

=
rа rс =60°. 

462.  Воспользуемся свойством параллелепипеда. 

1) 
→

BA ⋅
→

11CD =(−
→

AB )⋅
→

11CD =−
→

AB 2=−1 (т.к. 
→

AB =
→

11CD , 
→

AB || 
→

11CD , 

по свойству параллелепипеда, то 
→

AB =
→

11CD ,). 

2) 
→

1BC =
→

BC +
→

1CC =
→

AD +
→

1AA  
→

BD1 =
→

11CD +
→

CC1 +
→

CB =
→

AB −
→

1AA −
→

AD , 
→

1BC ⋅
→

BD1 =(
→

AD +
→

1AA )(
→

AB −
→

1AA −
→

AD )= 

=
→

AD ⋅
→

AB −
→

AD ⋅
→

1AA -
→

AD 2+
→

1AA ⋅
→

AB −
→

1AA 2− 
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–
→

1AA ⋅
→

AD =1⋅1⋅
2
1
−1⋅1⋅0−1+1⋅1⋅0−1⋅1⋅0=

2
1
−1−1=−1,5. 

3) 
→

1AC =
→

AB +
→

BC +
→

1CC =
→

AB +
→

AD +
→

1AA , 
→

1AC ⋅
→

1AC =(
→

AB +
→

AD +
→

1AA )(
→

AB +
→

AD +
→

1AA )=
→

AB 2+
→

AB ⋅
→

AD +
→

AB ⋅
→

1AA + 

+
→

AD ⋅
→

AB +
→

AD 2+
→

AD ⋅
→

1AA +
→

1AA ⋅
→

AB +
→

1AA ⋅
→

AD +
→

1AA 2=1+1⋅1 ⋅cos 60°+ 

+1⋅1 cos 60°+1+1=1+2⋅
2
1 +1+1=4. 

4) В основании параллелепипеда лежит ромб ABCD, у которого 
∠A=∠С=60°, AD=1, АВ=1, откуда следует, что 
а) ∠ADB=∠DBA=60°, 
б) DB=1. 
В ∆DBB1: DB=1, BB1=AA1=1, ∠DBB1=90° (BB1 ⊥ плоскости основания, 

т.к. АА1 ⊥ плоскости основания и ВВ1 || АА1) 

|
→

1DB |=
22

1 DBBB
→→

+ = 2 . 

5) Рассмотрим основание параллелепипеда. АС=2AО, где О — точка пе-
ресечения диагоналей ромба. АО — высота в равностороннем ∆ADB, 

АО=АВ ⋅ sin 60°=1⋅
2
3 , АС= 3 . 

В прямоугольном ∆АА1С 

|
→

CA1 |=
→→

+ 22
1 ACAA = 31+ =2, 

6) 
→

1DA =(−
→

AD )+
→

1AA , 
→

BD1 =
→

DD1 +
→

DA +
→

AB =−
→

1AA −
→

AD +
→

AB , 
→

1DA ⋅
→

BD1 =(
→

1AA −
→

AD )(
→

AB −
→

1AA −
→

AD )=
→

1AA ⋅
→

AB −
→

1AA 2−
→

1AA ⋅
→

AD − 

–
→

AD ⋅
→

AB +
→

AD ⋅
→

1AA +
→

AD 2=
→

AD 2−
→

1AA 2+
→

1AA ⋅
→

AB −
→

AD ⋅
→

AB =1−1+0− 

–1⋅1cos60°=−
2
1  

cos (
→

1DA
∧ →

BD1 )=
→

⋅
→

→→
⋅

B1D1DA

11 BDDA , |
→

1DA |= 2
1

2 АAАD + = 2 , 
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|
→

DB |=|
→

1DB |= 2 , cos (
→

1DA
∧ →

BD1 )=
22

2
1

⋅

−
=−

2
1
⋅

2
1 =−

4
1 . 

7) 
→

1AC =
→

AB +
→

AD + 
→

1AA , 
→

1DB =−
→

AD +
→

AB +
→

1BB =
→

AB −
→

AD +
→

1AA , 
→

1AC ⋅
→

1DB =(
→

AB +
→

AD +
→

1AA )(
→

AB −
→

AD +
→

1AA )=
→

AB 2+
→

AD ⋅
→

AB +
→

1AA ⋅
→

AB – 

−
→

AD ⋅
→

AB−
→

AD 2−
→

AD ⋅
→

1AA +
→

1AA ⋅
→

AB +
→

1AA ⋅
→

AD +
→

1AA 2=
→

AB 2+2 
→

1AA ⋅
→

AB − 

–
→

AD 2+
→

1AA 2=1+2⋅0−1+1=1, |
→

1AC |=|
→

CA1 |=2, |
→

1DB |= 2 , 

cos (
→

1AC
∧ →

1DB )=
→

⋅
→

→→
⋅

1DB1AC

11 DBAC =
22

1
⋅

=
4
2 . 

463. см.учебник. 

464. cosϕ=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

⋅+⋅+⋅
. 

а) 
→
AB {1; 1; −2}; 

→
CD {l; 0; −l}, 

cosϕ=
101411

201
++⋅++

++ || =
232

3
⋅⋅

=
6

33 =
2
3 , ϕ=arccos

2
3

, ϕ=30°. 

б) 
→
AB {1; 0; −1}; 

→
CD {0; −2; 2}, 

cosϕ=
440101

200
++⋅++

−+ || =
222

2
⋅⋅

=
2
1 , ϕ=arccos

2
1 , ϕ=60°. 

в) 
→
AB {1; 1; −2}; 

→
CD {−2; −2; 4}, 

cosϕ=
1644411

822
++⋅++

−−− || =
246

12
⋅

=
266

12
⋅⋅

=1, ϕ=arccos(1) ϕ=0°. 

г) 
→
AB {−1; 0; 1}; 

→
CD {0; 0; −2}, cosϕ=

411
200

⋅+

−+ || =
22

2 =
2
2 , ϕ=45°. 

465. см.учебник. 

466. Обозначим стороны через а. Введем прямоугольную систему коор-
динат Oxyz с началом в точке D. Тогда вершины куба имеют координаты: 
А (а; 0; 0), В (а; а; 0), С (0; а; 0), D (0; 0; 0), A1 (а; 0; а), 
B1 (а; а; а), С1 (0; a; а), Dl (0; 0; а); точки М и N: 

M(a; 0; 
4
3 a), N (

2
1 a; a; 0). 

а) 
→

MN  {−
2
1 a; a; −

4
3 a}, 

→

1DD  {0; 0; a}, 
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cos ϕ=
22

16
922

4
1

4
3

a00aaa

|a00|

++⋅++

−+
=

a1a

a

16
9

4
1

2
4
3

⋅++
=

aa

a

16
29

2
4
3

⋅
=

29
3 ; 

б) 
→

BD  {−a; −a; 0}, 

cos ϕ=
22

16
922

4
1

22
2
1

a2aaa

|0aa|

⋅++

+−
=

2aa

a

16
29

2
2
1

⋅
=

2922
16
⋅

=
58
2 ; 

в) 
→

DB1  {−a; −a; −а}, 

cos ϕ=
22

16
922

4
1

4
32

2
1

a3aaa

|a)(aa)a(a|

⋅++

−−−−−
=

3aa

|a)1(|

16
29

2
4
3

2
1

⋅

+−
=

16
3292

2
4
1

a

a
⋅

=
87
1 ; 

г) 
→

CA1  {−a; a; −а}, 

cos ϕ=
2

16
29

a
4
32

2
1

a3a

|)a(a)a(a|

⋅

−−−−−
=

3a

|1(a|

16
292

4
3

2
12

⋅

++
=

a
а

2

2

9 16
4 29 3⋅

=
329

9
⋅

=
29
33 . 

467. Обозначим АВ=а=ВС, тогда АА1=2а. 
Введем прямоугольную систему координат как 

показано на рисунке. Тогда вершины паралле-
лепипеда имеют координаты: 
А (а; 0;0), B (a; a; 0), C(0; a; 0), D (0; 0; 0), A1 (a; 0; 2a), 
B1 (a; a; 2a), C1 (0; a; 2a), Dl (0; 0; 2a). 

а) 
→

BD  {−a; −a; 0}, 
→

1CD  {0; −a; 2a}, 

cosϕ=
222

2

42

00

aaa

|a|

+⋅

++ =
522

2

⋅a
a

=
10
1 , ϕ≈71°34′; 

б) 
→

AC  {−a; a; 0}, 
→

1AC  {−a; a; 2a}, 

cosϕ=
222

22

422

0

aaa

|aa|

+⋅

++ =
62

2
2

2

⋅a
a

=
3

1 , ϕ≈54°44′. 

468. Введем прямоугольную систему координат аналогично п. № 467. 
Тогда А (2; 0; 0), В (2; 1; 0), С (0; 1; 0), D (0; 0; 0), А1 (2; 0; 3), В1 (2; 1; 3), 

С1 (0; 1; 3), D1 (0;0;3). 

a) 
→

AC {−2; 1; 0}, 
→

BD1 {2; 1; −3}, 

cosϕ=
91414

|14|
++⋅+

+− =
145

3
⋅

=
70
3 , 
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б) 
→

1AB  {0; 1; 3}, 
→

1BC  {−2; 0; 3}, 

cosϕ=
9491

|9|
+⋅+

=
1310

9
⋅

=
130
9 , 

в) 
→

DA1  {−2; 0; −3}, 
→

1AC {−2; 1; 3}, 

cosϕ=
91494

|94|
++⋅+

− =
1413

5
⋅

=
182
5 . 

469. Обозначим стороны через а. 
Введем прямоугольную систему координат, как 

показано на рисунке. Тогда 
→

DA  {а; 0; 0}, 
→

DC {0; а; 0}, 
→

1DD  {0; 0; а}, M (
5
4 a; 0; a), 

→

1DD  {0; 0; а}, M (
5
4 a; 0; a), 

N (
2
1 a; 

2
1 a; 0), 

→
MN  {

10
3− a; 

2
1 a; −a}. sin ϕ=|cos θ|, 

где ϕ — угол между прямой и плоскостью; θ — угол между прямой и нену-
левым вектором, перпендикулярным плоскости. 

a) DD1 ⊥ плоскости ABCD, 

sin ϕ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→

1DDMNcos = 222
4
12

100
9

2

aaaa

|a00|

⋅++

−+ =
134
10 ; 

6) DA ⊥ плоскости DD1C1C, 

sin ϕ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→
DAMNcos =

134
3

aa

|a|

2
100
134

2
10

3

=
⋅

−

; 

в) DC ⊥ плоскости АА1D1D, 

sin ϕ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→
MNDCcos =

134
5

aa

|aa|

2
100
134
2
1

=
⋅

⋅ . 

470. Введем прямоугольную систему координат, как показано на рисунке. 

A (2; 0; 0), B (0; 0; 0),С (0; 1; 0), D (0; 0; 2), M (1; 0; 1), N (0; 
2
1 ; 0). 

sin ϕ=|cos θ|, где ϕ — угол между прямой и плоскостью; θ — угол между 
прямой и ненулевым вектором, перпендику-лярным к этой плоскости. 

а) вектор 
→

BC  ⊥ к плоскости ABD. 
→

BC {0; l; 0}, 
→

MN {−1; 
2
1 ; −l}, 

sin ϕ=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→
MNBCcos =

111

|00|

4
1

2
1

++⋅

++ =

4
9

2
1

=
3
1 . 
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б) вектор 
→

BA  ⊥ к плоскости DBC. 
→

BA {2; 0; 0}, sin ϕ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→
MNBAcos =

114

|2|

4
1 ++⋅

− =
2
32

2

⋅
=

3
2 . 

в) вектор 
→

BD  ⊥ к плоскости ABC. 
→

BD {0; 0; 2}, sin ϕ= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ →∧→
MNBDcos =

114

|2|

4
1 ++⋅

− =
2
32

2

⋅
=

3
2 . 

471. Пусть дан куб ABCDА1B1C1D1, А1С — 
диагональ куба; DB — диагональ грани куба. 
Введем прямоугольную систему координат. С нача-

лом координат в т. D и осями, напрпвленными вдоль 
ребер ОА, ОВ, ОС. Обозначим сторону куба через а. 

Тогда А1 (а; 0; а), С (0; а; 0), 
→

CA1  {−а; а; −а}, D (0; 0; 0), 

В (а; а; 0), 
→

DB  {а; а; 0}. 

cos (
→

DB
∧ →

CA1 )=
22

22

32 aa

|aa|

⋅

− =0. 

Следовательно, 
→

DB
∧ →

CA1 =90°, соответственно угол между прямыми 
→

CA1 и 
→

DB равен 90°. 
472. Введем прямоугольную систему координат. С 

началом координат в т. D и осями, напрпвленными 
вдоль ребер ОА, ОВ, ОС.  Обозначим сторону куба 
через а. Тогда: 

1) М1 (а; 0; а), Р (0; а; 0), РМ1 {а; −a; а}; М (а; 0; 0), 
Q1 (0; 0; a), MQ1 (−a; 0; a}. 

   
→

1PM  и 
→

1MQ  — направляющие векторы прямых 
→

1PM  и 
→

1MQ , угол меж-
ду ними равен углу между этими прямыми. 

   cos (
→

1PM
∧ →

1MQ )=
22

22

a2a3

|aa|

⋅

+− =0, следовательно, угол между прямыми 

РМ1 и МQ1 равен 90°. 
   Докажем, что прямая MN1, пересекающая прямую MQ1 в точке М и ле-
жащая в плоскости MN1Q1, перпендикулярна прямой РМ1. 

N1 (а; а; а); 
→

1MN  и 
→

1PM  — направляющие векторы этих прямых. 
→

1MN  {0; а; а}. cos (
→

1PM
∧ →

1MN )=
22

22

a2a3

|aa|

⋅

+− =0, РМ1 MN1=90°. 
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   Доказали, что РМ1 ⊥ MQ1; РМ1 ⊥ MN1 лежит в плоскости MN1Q1; MN1 
лежит в плоскости MN1Q1. Эти прямые пересекаются в точке М. Значит, 
РМ1 ⊥ плоскости MN1Q1. 

2) Прямые QN и QP1 лежат в плоскости QNP1 и пересекаются в точке Q. 

Q (0; 0; 0), N (а; а; 0), 
→

QN  {а; а; 0}, P1 (0; a; a), 
→

1QP  {0; a; a} 

cos (
→

1PM
∧ →

QN )=
22

22

23 aa

|aa|

⋅

− =0, PM1 ⊥ QN1; 

cos (
→

1PM
∧ →

1QP )=
22

22

23 aa

|aa|

⋅

+− =0, РM1 ⊥ QP1. 

Таким образом, прямая РА1 ⊥ плоскости QNP1. 
473. Введем прямоугольную систему координат так, 

что луч ОА будет совпадать с осью Ох, ОВ с осью Оу, 
ОС с осью Oz. Отложим на лучах отрезки: 
ОА=ОВ=ОС=1. Получим тетраэдр АВОС. ОМ и ON — 
биссектрисы углов ∠АОС и ∠AOB. 

AM=MC=
2
1 AC; AN=NB=

2
1 AB. 

A (1; 0; 0), B (0; 1; 0), С (0; 0; 1), M (
2
1 ; 0; 

2
1 ), N (

2
1 ;

2
1 ; 0);  

→
OM  {

2
1 ; 0; 

2
1 }, 

→
ON  (

2
1 ;

2
1 ; 0). 

cos (
→

OM
∧ →

ON )=

4
1

4
1

4
1

4
1
4
1 00

+⋅+

++
=

2
1

2
1

4
1

⋅

=
2
1 ; 

→
OM

∧ →
ON =60°. 

→
OM и 

→
ON  — направляющие векторы лучей ОМ и ON. 

∠MON=60°. 
474. см.учебник. 
475. Пусть точка N — середина отрезка СВ, М — точка пересечения ме-

диан ∆DBC, ∠DAN=ϕ. 
Введем прямоугольную систему координат Oxyz. Тогда С (0; 3; 0), В (4; 0; 0). 

Точка N — середина отрезка СВ; N (2; 
2
3

; 0). 

D (5 cos 60°; 5 cos 45°; 5 sin ϕ), 
→

AD  {
2
5 ; 

2
25 ; sin ϕ}. 

→
AD ⋅

→
AD =|

→
AD |2=25, 25=(

2
5 )2+(

2
25 )2+(5sinϕ)2, 25=

4
25 +

4
225 ⋅ +25sin2ϕ, 

следовательно, sinϕ=
4
2

4
11 −− =

4
1 =

2
1 , ϕ=30°. 
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→
AD {

2
5 ; 

2
25 ; 

2
5

}, ∠DAN=30°, 
→

AN  {2; 
2
3 ; 0}. 

→
AN |=

4
94 + =

4
25 =

2
5 ; 

→
AM =

→
AN +

→
NM =

→
AN +

3
1 →

ND =
→

AN +
3
1 (

→
AD −

→
AN )=

3
1 →

AD +
3
2 →

AN , 

→
AM {

3
1
⋅

2
5 +

3
2
⋅2; 

3
1
⋅

2
25 +

3
2
⋅

2
3 ; 

3
1
⋅ 

2
5 }, т.е. 

→
AM {

6
13 ; 

6
625 + ; 

6
5 }, 

|
→

AM |=
36
25

36
)625(

36
169 2

+
+

+ =
36

25366252225169 ++⋅⋅+⋅+ = 

=
36

260280 + =
36

)21570(4 + =
6

215702 + =
3
1 21570 + . 

476. Пусть ∠СAС1=ϕ. 
Введем прямоугольную систему координат Oxyz, рас-

смотрим единичный вектор 
rа , сонаправленный с вектором 

→

1AC .
rа (cos 60°; cos 60°; sin ϕ}, 

rа rа =
4
1 +

4
1 +sin2ϕ=1; 

sin2ϕ=
2
1 , sinϕ=

2
2 , следовательно, ϕ=45°. 

477. Введем прямоугольную систему координат 
Oxyz. Обозначим сторону квадрата через а, КК1=b, 
где К1 — точка пересечения диагоналей, или центр 

квадрата. Тогда 
→

AD  {а; 0; 0}, 
→

AB  {0; а; 0}, 
→

BD  {a; −a; 0}. 

Точка K1 — центр квадрата, следовательно, К1 (
а
2

;
а
2

; 0), тогда К (
а
2

;
а
2

; b); 

→
AK  (

а
2

;
а
2

; b}. 

Используя формулу скалярного произведения векторов, найдем длины 

векторов 
→

BD и 
→

AK . Из прямоугольного треугольника BAD: 

BD= 22a =a 2 . 

Из прямоугольного треугольника AKK1, где АК1= 2
1 BD=

2
2a

: 
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AK= 22
2

2 )a(b + =
2

22 ab + ; 
→

AK ⋅
→

BD =|
→

AK |⋅|
→

BD | cos (
→

AK
∧ →

BD ). С 

другой стороны 
→

AK ⋅
→

BD =x1x2+y1y2+z1z2= 2

2a
−

2

2a +0=0, 
2

2a −
2

2a +0= 

=a 2 ⋅
2

2
2 ab +  cos (

→
AK

∧ →
AD ), 0=a 2 ⋅

2

2
2 ab +  cos (

→
AK

∧ →
BD ). 

Тогда, т. к. вектора ненулевые, то cos (
→

AK
∧ →

BD )=0. Следовательно, 
→

AK
∧ →

BD =90°, что и требовалось доказать. 
478. 
а) 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1, 2), A1 (0; −1; −2); 
B (3; −1; 4), B1 (−3; 1; −4); 
С (1; 0; −2), С1 (−1; 0; 2). 
б)  
Ось симметрии — ось Ох: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; −1; −2); 
B (3; −1; 4), В1 (3; 1; −4); 
С (1; 0; −2), С1 (1; 0; 2). 
Ось симметрии — ось Оу: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; 1; −2); 
B (3; −1; 4), B1 (−3; −1; −4); 
С(1; 0; −2), С1 (−1; 0; 2). 
Ось симметрии — ось 0z: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; −1; 2); 
B (3; −1; 4), B1 (−3; 1; 4); 
С (1; 0; −2), С1 (−1; 0; −2). 
в)  
Если плоскость симметрии — плоскость Оху, то: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; 1; −2); 
B (3; −1; 4), В1 (3; −1; −4); 
С (1; 0; −2), С1 (1; 0; 2). 
Плоскость симметрии — плоскость Oyz: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; 1; 2); 
B (3; −1; 4), B1 (−3; −1; 4); 
С (1; 0; −2), С1 (−1; 0; −2). 
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Плоскость симметрии — плоскость Oxz: 
Точка Симметричная ей точка 
A (0; 1; 2), A1 (0; −1; 2); 
B (3; −1; 4), B1 (3; 1; 4); 
С (1; 0; −2), С1 (1; 0; −2). 
479. а) По известной теореме через центр 

симметрии и данную прямую можно 
провести единственную плоскость. 
Пусть О — центр симметрии, а — данная пря-

мая, α  — плоскость, проведенная через О и а. 
Пусть А ∈ а, построим отрезок ОА. 

Продолжим ОА за точку О на расстояние ОА1=АО. Получим точку А1, 
симметричную А. 
Пусть В ∈ а, построим отрезок ОВ. Продолжим ОВ за точку О на рас-

стояние ОВ1=ОВ. Получим точку B1, симметричную точке В. 
Через А1 и В1 проведем прямую b. Рассмотрим ∆AОВ и ∆А1ОВ1⋅АО=А1О, 

ВО=ОВ1, ∆ АОВ=∆А1ОВ1 как вертикальные, следовательно, 
∆AОВ=∆А1ОВ1. 
Тогда, ∠1=∠2 и а || b. 
б) Пусть А ∈ а. Симметричная ей точка А1 тоже принадлежит прямой а; 

АО=ОА1. 
Точка А произвольна, следовательно, любая 

точка прямой, а также симметричная точка 
относительно центра О лежат на прямой а, сле-
довательно, прямая а переходит сама в себя при 
условии, что проходит через центр симметрии. 

480. а) Пусть О — центр симметрии, α — данная плоскость. 
1. Пусть точку С∈а, построим отрезок СО и про-должим его за точку О на 

расстояние ОС1 = ОС. 
2. Пусть точка А∈а, построим отрезок АО и продолжим его за точку О на 

расстояние ОС1=ОА. 
3. Пусть точка В∈а, построим отрезок ВО и продолжим его за точку О на 

расстояние ОВ1=ОВ. 
4. Через точки А1, В1, C1 проведем плоскость β. 
5. Соединим точки А, В, С, А1, В1 и C1 

отрезками. ∆ОАС=∆O1A1C1, т.к. ОА1=ОА, 
ОС1=ОС и ∠АOC=∆A1OC1 как вертикальные. 
Отсюда АС =А1С1. 
Тогда ∠А1С1O=∠ACO, по признаку 

параллельности прямых А1С||АС. 
6. Для ∆ОАВ и ∆ОА1В1 проведем аналогичные рассуждения и получим, 

что ∆ОАВ=ОА1В1. Тогда ∠А1В1О=∠АВО, по 
признаку параллельности прямых А1В1||АВ. 

7. Если две пересекающиеся прямые (АС и 
АВ) в одной плоскости (α) соответственно 
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параллельны двум прямым (А1С1 и А1В1) другой плоскости (β), то эти плоско-
сти параллельны. Итак, α||β, утверждение доказано. 
б) Если точка О∈α, то любая точка плоскости β имеет симметричную ей 

точку относительно О, тоже принадлежащую плоскости α. 
Тогда для А∈α ей симметричная точка А1∈α; для В∈α ей симметричная 

точка B1∈α; для С∈α ей симметричная точка С1∈α. 
Через три точки А1, В1, С1, принадлежащие плоскости β, можно провести 

единственную плоскость, соответственно, она совпадает с плоскостью α. 
481. а) Пусть а — ось симметрии, l || α. Из точки 

L∈ l  проведем LA⊥а; продолжим LA за точку А на 
рас-стояние АМ=LA. 
Из точки L1∈ l  проведем L1A1⊥а; продолжим L1A1 

за точку А1 на расстояние А1М1=L1A1. 
Параллельные прямые а и l  лежат в одной 

плоскости, тогда, четырехугольник LMM1L1 — 
плоский четырех-угольник. 

ML=M1L1 — по построению, ML⊥ l , M1L1⊥ l , следовательно, ML||M1L1 по-
этому четырехугольник LMM1L1 — прямоугольник. Т.е., 
MM1||L1L, или l ||m. 
б) Если а не паралелльна l , то а пересекается с L в 

некоторой точке А. 
Выберем некоторую точку N∈ l , построим NE⊥a, 

продолжим отрезок NE за точку Е на расстояние EF=NE. 
Через точку F проведем прямую FA (m). 
В треугольниках ∆AEF и ∆AЕN. NE=EF, АЕ − общий катет, таким образом, 

∆AEF=∆AEN, следовательно, ∠EAN=∠EAF=ϕ. 
Таким образом, прямая m образует угол ϕ с осью симметрии. 
482. Выберем плоскость Оху. 
Пусть прямая а параллельна плоскости Оху. 
Точки М и L, N и К симметричны; МА=AL, 

NВ=ВК. Если а параллельна плоскости Оху, то 
NВ=МА=ВК=AL, две прямые, перпендикуляр-
ные плоскости, между собой параллельны, тогда 
ML||NK. Далее, ML=NK и четырехугольник 
MNKL — прямоугольник, поэтому LK||MN или 
а1||а. А параллельные прямые лежат в одной 
плоскости. 
Если а не параллельна Оху, то она пересекает эту плоскость в точке — Р. 

При симметрии точка Р переходит в себя, т. к. лежит в плоскости Оху. Та-
ким образом, Р∈а1. Т.е. прямые а и а1 имеют общую точку и лежат в одной 
плоскости. 

483. а) Выберем три точки в плоскости А, В, С, не лежащие на одной 
прямой. Проведем АА2⊥α, ВВ2 ⊥α, СС2 ⊥α. Продолжим эти отрезки за точ-
ки А1, В1, С1 так, что А2А1=АА2, В2В1=ВВ2, C2C1=СС2. АА1В1В — прямо-
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угольник, т.к. АА1=ВВ1 и АА1|| ВВ1. Таким образом, 
A1В1||АВ. ВВ1С1С — прямоугольник, т.к. BB1=CC1 и 
ВB1|| BС. тогда, В1С1 || ВС. 
Плоскость β1 проходит через точки А1, В1 и C1, она 

— единственная. 
Если две пересекающиеся прямые (ВА и ВС) 

одной плоскости (β ) параллельны двум прямым 
(B1A1 и В1С1) другой плоскости (β1), то эти плос-
кости параллельны: β1 || β. 
б) Пусть α⊥β. Возьмем произвольную точку А ∈ α и построим АО пер-

пендикулярно плоскости α. Продолжим отрезок за точку О на расстояние 
ОА1=АО. 
Две плоскости взаимно перпендикулярны и к 

одной из них проведен перпендикуляр, имеющий 
общую точку с другой плоскостью, тогда этот пер-
пендикуляр весь лежит в этой плоскости, т.е. 
АО⊂β, следовательно, и АА1 ⊂β. 
Таким образом, каждая точка плоскости β 

отображается в точку, ей симметричную, которая 
тоже принадлежит плоскости в. тогда, плоскость β 
отображается сама на себя, или β1 совпадает с β. 

484. а) Докажем, что АВ||А1В1 (см. пункт 52 
учебника). Доказано, что А1В1=АВ, а значит А1B1||АВ. 
б) Пусть а || р

r
. Выберем точку А ∈ а, тогда точка 

А перейдет в точку А1, так, что АА1= р
r

. Следова-
тельно, они лежат в одной плоскости. В плоскости 
через точку А можно провести только одну прямую 
АА1, параллельную р

r
, тогда А1∈ а. 

Таким образом, точка А ∈ а отображается в точку А1 
∈ а. 
Для любой другой точки В ∈ а повторим рас-

суждения, тогда, каждая точка прямой а переходит в 
точку прямой а, то есть прямая отображается на себя. 
Пусть а содержит р

r
, тогда доказательство верно, просто векторы АА1 и 

р
r
лежат на одной прямой а. 
485. Параллельный перенос — это дви-

жение, тогда АВ=А1В1, ВС=В1С1, АС=А1С1. 
Отсюда ∆АВС=∆А1В1С1. Проведем отрезки 
AM и А1М1. AM=А1М1. 
Для плоского четырехугольника 

АММ1А1 имеем: 
АМ||А1М1, АМ=А1М1, следовательно, 

АММ1А1 — параллелограмм, 
→

1AA =
→

1MM = р
r

. 
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486. а) а — данная прямая. 
Возьмем на прямой а точки А, В, С. При движении они перейдут в точки 

А1, В1, С1 соответственно, причем АВ=А1В1, 
ВС=В1С1 и АС=А1C1. Необходимо доказать, что 
А1, В1, С1 лежат на одной прямой. 
А1C1=А1В1+В1С1. Такое равенство верно, если 

все три точки — лежат на одной прямой; иначе 
по неравенству треугольника А1C1 < А1В1+В1С1. В силу произвольного вы-
бора точек А, В и С доказательство справедливо 
для любых других точек, таким образом, 
движение переводит прямую в прямую. 
б) В плоскости α проведем прямую а и 

возьмем точку О ∉ а. Проведем из точки О 
отрезки, пересекающие прямую а в точках А и В. 
При движении: О →О1, А → А1, так что 
ОА=О1А1; В → В1, так что ОВ=О1В1. 
По аксиоме: через две пересекающиеся прямые проходит плоскость и 

притом только одна. 
487. а) АС — заданный отрезок, АС ⊂ а. 
При движении А → А1, С → С1. Докажем, что 

весь отрезок АС отображается на отрезок А1С1. 
Возьмем произвольную точку В ∈ АС. При 

движении В → В1. АВ+ВС=АС. Т.к. при движении расстояния между точка-
ми сохраняются, то A1B1=АВ, B1C1=ВС, A1C1=АС. Тогда А1С1=А1В1+В1С1. 
Равенство выполняется только когда точки A1, В1, С1 лежат на одной прямой, 
иначе по неравенству треугольника А1С1 < А1В1+В1C1, таким образом, точки 
отрезка АС отображаются в точки отрезка А1С1. 
б) ∠AОВ — лежит в плоскости а. 
При движении О → О1, А→А1, В→В1, при этом 

ОА=О1А1 и OB=O1B1 AB=А1В1 и OAB∆ =∆ O1А1В1 

по трем сторонам, тогда ∠АОВ=∠А1В1С1. 
Если ∠АОВ=180°, то ∠А1О1В1=180°. 
Доказательство: 
На сторонах развернутого угла возьмем точки А и В. При движении 

А→A1, B→B1, так что АВ=А1В1 , так что АВ=А1В1; О→О1 при движении 
АО=А1О1 и О1В1=ОВ. Итак, АО1+О1В1=А1В1. 
Точки А1, О1, B1 лежат на одной прямой, точки 

А1 и .В1 лежат по разные стороны от точки О1, 
тогда, ∠А1О1В1 — развернутый, т.е. ∆  А1О1В1 
= o180 , что и требовалось доказать. 

488. а) Пусть а || b, а ⊂ α, b ⊂ α. Пересечем а и b прямой с, следовательно 
∠1=∠2 как внутренние накрест лежащие при параллельных а, b и секущей 
с. Примем следу-ющие обозначения (смотри рисунок): 
М и N — произвольные точки, лежащие по разные стороны от секущей АВ. 
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При движении ∠МAВ перейдет в равный 
∠М1A1В1, a ∠ABN — в равный угол ∠ A1B1N1. 
Т.к. при движении плоскость α переводится в 
плоскость β, то прямые A1М1 и В1N1 лежат в од-
ной плоскости β. 
Отмеченные углы — ∠1 и ∠2, являются 

внутренними накрест лежащими, а если ∠1=∠2, 
то по признаку параллельности прямых М1А1 || 
В1N1, или а1 || b1. тогда, а → а1, а || а1 и b → b1, b || b1. 
б) α || β. Пересечем α и β плоскостью С, получим 

две параллельные прямые А1В1 || АВ. 
На линии пересечения плоскости С с плоскостью β 

через некоторую точку А1 проведем плоскость Q, пере-
секающую α и β по параллельным прямым А1С1 и АС. 
Построим отрезки В1С1 и ВС. Отрезки па-

раллельных прямых, заключенные между па-
раллельными плоскостями равны, тогда 
АА1=ВВ1=СС1. 
АВСА1В1С1 — призма. При движении угол отображается на равный ему 

угол, расстояния между точками сохраняются. При этом, очевидно, основа-
ния призмы — AA1B1C1 и ААВС остаются параллельными друг другу, и 
плоскости, которые можно провести через вершины A, В, С и A1, B1, C1, бу-
дут также параллельны друг другу. 

489. а) Т.к. при движении отрезок отображает-
ся на отрезок той же длины, то исходный радиус 
ОА переходит в отрезок O1А1 такой, что 
ОА=O1А1=R. 
Окружность — геометрическое место точек 

плоскости, равноудаленых от центра на расстоя-
ние R. Т.к. движение сохраняет расстояния, то 
фигура, полученная из окружности движением, 
также есть геометрическое место точек плоскости, удаленных от О1 на рас-
стояние R. Таким образом окружность отображается на окружность (О1R). 
б) При движении ребра параллелепипеда не испытывают никаких сдвигов 

и поворотов относительно друг друга. Длины и углы не изменяются, т.к. 
отрезок и угол при движении переходит в отрезок и угол, имеющий такое 
же измерение. 



 43 

Вопросы к главе V 
1. а) Лежит в одной из координатных плоскостей; 
б) Лежит на одной из координатных осей. 
2. Через данную прямую проведем плоскость, перпендикулярную к оси 

Oz. Тогда плоскость будет параллельна плоскости Оху. Любая точка на 
прямой лежит в нашей плоскости, тогда каждая точка этой прямой имеет 
одну и ту же аппликату. 

3. А (2; 4; 5), В (3; x; у), С (0; 4; z) и D (5; t; u). 
а) Если точки лежат в плоскости, параллельной плоскости Оху, то их ко-

ординаты по оси z равны: у=5, z=5, u=5; x, t − любые числа; 
б) если точки лежат в плоскости, параллельной плоскости Oxz, то их ко-

ординаты по оси y равны: x=4, t=4; у, z, u − любые числа; 
в) если точки лежат на прямой, параллельной оси Ох, то у них одни и те 

же координаты y и z: x=4, t=4 и y=z=u=5. 

4. 
→

AB  {х1; у1; z1}, 
→

BC  {х2; у2; z2}. 
→

AB +
→

BC =
→

AC . 
→

AC {x1+х2; y1+у2; z1+z2). Тогда 
→

CA  {−x1−х2; −y1−у2; −z1−z2}. 
5. а) сонаправлен с осью Oz; 
б) перпендикулярен оси Ох; 
в) перпендикулярен оси Оу. 
6. Очевидно, что

rа  лежит в плоскости Oyz. 
а) пересекает плоскость; 
б) перпендикулярен Ох. 

7. а) 
rа {−5; 3; −1} и b

r
{6; −10; −2}. 

6
5− ≠

10
3

−
≠

2
1

−
− , тогда, 

rа  и b
r

 не 

коллинеарны; 

б) 
rа {−2; 3; 7}; b

r
{−1; 1,5; 3,5}. 

1
2
−
− =

5,1
3 =

5,3
7 =k, векторы коллинеарны. 

8. Пусть d — длина радиуса-вектора точки М. Тогда: 

а) 222 zyx ++ =d=1, 
221 zy ++ =1, откуда у=z=0, точка М лежит на оси абсцисс, т.е. ответ 

Да. 

б) 224 zy ++ =1; 4+у2+z2=1, 
y2+z2=−3 — невозможно, т.к. у2+z2 ≥ 0, т.е. ответ Нет. 

9. |
rа |=3, |

rа |= 222 zyx ++  

а) 3= 229 yx ++ , 9=9+x2+y2, 0=x2+y2, x=у=0, следовательно, может 

б) 3= 2225 yx ++ , 9=25+x2+у2, x2+y2=−16, что невозможно, следова-
тельно, не может. 



 44 

10. М1М2= 2
12

2
12

2
12 )zz()yy()xx( −+−+− , где М1 (3; y1; z1), M2 (6; y2; z2). 

а)2= 2
12

2
12 )()(9 zzyy −+−+ , 4= 2

12
2

12 )()(9 zzyy −+−+ , 
2

12
2

12 )()( zzyy −+− =−5 — противоречие. Таким образом, равенство 
М1М2=2 невозможно. 

б) 3= 2
12

2
129 )zz()yy( −+−+ , 9= 2

12
2

12 )()(9 zzyy −+−+  
2

12
2

12 )()( zzyy −+− =0, отсюда y1=y2 и z1=z2, и отрезок M1М2 параллелен 
оси Ox. 

11. |
rа |=a, | b

r
|=b, 

rа · b
r

=ab cos α. 

a) 
rа · b

r
=ab, б) 

rа · b
r

=ab cos 180°=−ab; 

в) 
rа · b

r
=ab cos 90°=0; г) 

rа · b
r

=ab cos 60°=
2
1 ab; 

д) 
rа · b

r
=ab cos 120°=ab cos (180° − 60°)=−ab cos 60°=−

2
1  ab. 

12. а) 
rа · b

r
> 0, если cos α > 0, т.е. 0° ≤ α < 90°; 

б) 
rа · b

r
< 0, если cos α < 0, т.е. 90° < α < 180°; 

в) 
rа · b

r
=0, если cos α=0, т.е. α=90°. 

13. а) AD ⊥ DC, a DC=D1C1, таким образом AD ⊥ 
D1C1; 
б) BD ⊥ BB1, а BB1=CC1, следовательно, BD ⊥ CC1; 
в) A1C1=AC, AD не перпендикулярен AC, тогда, 

А1С1 и AD не перпендикулярны; 
г) DB не перпендикулярен D1C1; 
д) ВВ1не перпендикулярен АС. 
14. а) 

rа b
r

=2+у1у2+z1z2. 
Если 2+у1у2+z1z2 < 2, то, у1у2+z1z2< 0, ответ: да может (например, y1=0, 

y2=0, z1=1, z2=–1); 
б) 2+у1у2+z1z2=2, т.е. у1у2+z1z2=0, ответ: да может (например, 

y1=y2=z1=z2=0); 
в) 2+у1у2+z1z2 > 2, т.е. у1у2+z1z2 > 0,ответ: да может (например, 

y1=y2=z1=z2=1). 

15.  х=
2

21+ =
2
3 ; у=

2
10 − =−

2
1 ; z=

2
42 + =3; Ответ: ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − 3
2
1

2
3 ;;A  

16. Плоскость проходит через точку Р (2; −
2
1 ; 3). 

17. При зеркальной симметрии – в левую, 
При осевой — в правую, 
При центральной — в правую. 
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Дополнительные задачи 

490. а) Пусть р
r

=3 b
r
−3
rа +3

rс , где р
r

{х; у; z}. 

Тогда 3 b
r

{−15; 15; 0}, −3
rа {15; 0; −15}, 3

rс  {3; −6; −9}. 
Тогда вектор р

r
 имеет координаты: р

r
 {3; 9; −24}; 

б) р
r

=−0,1
rс +0,8

rа −0,5 b
r

, 

−0,1
rс  {−0,1; 0,2; 0,3}, 0,8

rа {−4; 0; 4}, −0,5 b
r

{2,5; −2,5; 0}. 
Тогда х=−0,1−4+2,5=−1,6, у=0,2 −2,5=−2,3, z=0,3+4=4,3; р

r
 {−1,6; −2,3; 4,3}. 

491. а) Координаты 
rа {−5; 3; −1} не пропорциональны координатам 

b
r

{6; −10; −2}, т.е. 
6
5−
≠

10
3

−
. Таким образом, 

rа и b
r
не коллинеарны. 

б) Координаты 
rа {−2; 3; 7} пропорциональны координатам вектора 

b
r

{−1; 1,5; 3,5}: 
1
2

−
− =

51
3
,

=
53

7
,

. Таким образом, векторы 
rа и b

r
коллинеар-

ны. 

в) Координаты вектора 
rа {−

3
2 ; 

9
5 ; −1} и b

r
{6; −5; 9} пропорциональны: 

6
3
2

−
=

5
9
5

−
=

9
1− , −

9
1 =−

9
1 =−

9
1 , т.е. 

rа и b
r
коллинеарны. 

г) Координаты вектора 
rа {0,7; −1,2; −5,2} не пропорциональны коорди-

натам вектора b
r

{−2,8; 4,8; −20,8}: 

82
70
,

,
−

=−
4
1 ; 

84
21

,
,− =−

4
1 ; 

820
25
,

,
−
− =

4
1 ; 

4
1

4
1

−≠ , т.е.
rа и b

r
 не коллинеарны. 

492. Пусть Е (x; у; z) − середина АВ. 

Тогда: x=
2
1 (−5+3)=−1, y=

2
117 − =−2, z=

2
13+ =2, т.е. E (−1; −2; 2). 

Вычислим координаты точки, ближайшей к точке Е на оси Ох: Е1 (−1; 0; 
0); на оси Оу: Е2 (0; −2; 0); на оси Oz: E3 (0; 0; 2). 

493. Для решения задачи установим, можно ли вектор 
rа  разложить по 

векторам b
r
и 
rс , т.е. существуют ли m и n, удовлетворяющие условию 

rа =m b
r

+n
rс . 

а) b
r

= i
r

+ j
r

; b
r

{1; 1; 0}. 
rс = i

r
− k
r

, 
rс {1; 0; −1}, где i

r
{1; 0; 0}, j

r
{0; 1; 0}, k

r
{0; 0; 1}. 

Запишем равенство 
rа =m b

r
+n
rс  в координатах: 

(1) −l=m⋅l+n⋅1, (2) 2=m⋅1+n⋅0, (3) 3=m⋅0+n⋅(−1).  
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Равенства (1), (2) и (3) выполняются при m=2, n=−3, т.е., векторы 
rа , b

r
и 

rс  компланарны. 
б) 

rа = i
r

+ j
r

+ k
r

, 
rа {1; 1; 1}, 

rс = i
r
− j
r

, 
rс {1; −1; 0}. Запишем равенство 

rа =m b
r

+n
rс  в координатах: 

(1) 1=m⋅2+n⋅1, (2) 1=m⋅1+n⋅ (−1), (3) 1=m⋅1,5+n⋅0. 

m=
3
2 , n=

3
2
−1=−

3
1 , 1=

3
4
−

3
1 . 

Равенства (1), (2) и (3) выполняются при m=
3
2 , n=

3
1 , т.е., векторы 

rа , 

b
r
и 
rс  компланарны. 

в) Запишем равенство 
rа =m b

r
+n
rс  в координатах. 

(1) 1=m⋅1+n⋅2, (2) 1=m⋅ (−1)+n⋅3. 1=m⋅2+n⋅(−1). 
Система уравнений не имеет решений. Т.е. векторы 

rа , b
r
и 
rс  не ком-

планарны. 

494. Рассмотрим векторы 
→

AB  и 
→

CD : 
→

AB  {1; 1; 1}, 
→

DC  {1; 1; 1}. Векто-

ры 
→

AB и 
→

DC коллинеарны, т.к. 
→

AB =k ⋅ 
→

DC , k=1. тогда, АВ || DC. 

|
→

AB |= 222 111 ++ = 3  

|
→

DC |= 222 111 ++ = 3 , 

|
→

AB |=|
→

DC |. 
Противоположные стороны четырехугольника ABCD параллельны и 

длины их равны, таким образом, ABCD — параллелограмм. 
495. Пусть точка О — точка пересечения медиан ∆АВС, тогда ее 

координаты: O (
3

232 ++ ;
3

320 ++ ;
3

621 ++ ), O (
3
7 ; 

3
5 ; 3). 

496. Запишем 
→

AD  {4; 1; 0}, 
→

1AA  {2; 3; −1}, 
→

AB {−1; 4; 3}. 
→

1AD =
→

1AA +
→

AD . 
→

1AD {2+4; 3+1; 0−1}, 
→

1AD {6; 4; 
−1}. 

Запишем координаты вектора 
→

1AD через коорди-наты его начала и конца: 
6= 1Dx −xA, 6= 1Dx −3, 1Dx =9. 
4= 1Dy −yA, 4= 1Dy −0, 1Dy =4, 
−1= 1Dz −zA,. −1= 1Dz −2, 1Dz =1; D1 (9; 4; l). 
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2) 
→

AC =
→

AB +
→

AD , 
→

AC {−1+4; 4+1; 3+0}, 
→

AC {3; 5; 3}. 
Аналогично с (а) 
3=xC −xA, 3=xC −3, xC=6, 
5=yC −yA, 5=yC−0, yC=5, 
3=zC −zA, 3=zC−2, zC=5; C (6; 5; 5). 

3) 
→

1AB  {−1+2; 4+3; 3−1}, 
→

1AB {1; 7; 2}. 
Аналогично с (а) 
1= 1Bx −3, 1Bx =4, 
7= 1By −0, 1By =7, 
2= 1Bz −2, 1Bz =4, B1 (4; 7; 4). 

4) 
→

1AC =
→

1AA +
→

AB +
→

AD , 
→

1AC {2+(−1)+4; 3+4+1; −1+3+0}. 
→

1AC {5; 8; 2}. 
Аналогично с (а) 
5= 1Cx −3, 1Cx =8, 
8= 1Cy −0, 1Cy =7, 
2= 1Cz −2, 1Cz =4, С1 (8; 8; 4). 
497. Пусть О — середина АВ 

а) xо= 2
1 (2+5), б) xо= 2

1 (0+3), в) xо= 2
1 (5+3), 

yо= 2
1 (3+7), yо= 2

1 (4−8), yо= 2
1 (3−5), 

0=
2
1 (k−1), 0=

2
1 (k+2), 0=

2
1 (k+3k), 

т.е. k=1; т.е. k=−2; т.е. k=0. 
498. Пусть единичный вектор e

r
 {х; у; z} сонаправлен с вектором 

rа . То-

гда 
2
x =

1
y =

2−
x , т.е. y=

2
x ; z=−x. 

Т.к. | e
r

|=1, то 222 zyx ++ =1. 

2
2

2
4

)x(xx −++ =1, 2
4
12 x)( + =1; 

2
3

|x|=1, 

x > 0, т.к. e
r

 и 
rа сонаправлены; x=

3
2 , т.е. e

r
{

3
2 ; 

3
1 ;−

3
2 }. 

Пусть e
r

 сонаправлен с вектором b
r

. Тогда e
r

 лежит в плоскости Оху, 

т.к. вектор b
r

 лежит в плоскости Оху. e
r

 {x; y; 0}. 
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1
x =

3
y , y=3x. 

| e
r

|=1, 22 yx + =1, x=
10
1 , y=

10
3 . 

Таким образом, e
r

{
10
1 ; 

10
3 ; 0}. 

499. х у z2 2 2+ + =5, 

х2+y2+z2=25, 4+y2+5=25, y2=16, у=±4. 
500. Пусть О — середина отрезка MN, S — середина отрезка PQ. 

Тогда O (
2

42 − ;
2

11− ; 
2

13− ;), O (−1; 0; 1); 

S (
2

31− ;
2

11+ ;
2

02 + ); S (−1; 1; 1). 

OS= 222 )11()01()11( −+−++− = 1 =1. 
501. В прямоугольной системе координат 

построим прямоугольный параллелепипед так, 
чтобы оси координат совпали с его ребрами и точка 
В была одной из его вершин. Согласно рисунку 

A1D1=BC=|xB|=2, D1C1=AB=|yB|=5, 
D1D=В1В=|zB|= 3 . 
Расстояния от точки В до осей координат — это 

диагонали: ВА1 — до оси Ох·, ВС1 — до оси Оу; BD 
— до оси Оz. 

BA1= А В ВВ1 1
2

1
2+ = 325+ =2 7 , 

BC1= ВС СС2
1
2+ = 34 + = 7 , 

BD= 22 DCBC + = 254 + = 29 . 
502. Пусть D лежит на оси Оу и равноудалена от точек А и B; имеет ко-

ординаты D (0; уD; 0), AD=BD. Тогда: 

AD= 2
DА

2
DА

2
DА )z(z)y(y)x(x −+−+− . 

AD= 22
D

2 0)(-1)y(20)(13 −+−+− = 1y+y22-4+169 2
DD +⋅⋅ = 

= 1744y-4y D
2

D + , 

BD= 22
D

2 0)(-18)y(70)(-15 −+−+− = 324y+y72-49+225 2
DD +⋅⋅ = 

= 598y14-y D
2

D +⋅ , 

Запишем уравнение: у у2 4 174− + = у у2 14 598− + , 
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y2−4y+174=y2−14y+598, 10y=424, y=42,4; Тогда D (0; 42,4; 0). 
503*. Пусть О — центр описанной окружности; О (х; у, z). Тогда 

АО=ВО=СО. Направляющие векторы сторон треугольника: 
→

AB  {2; −1; −1}, 
→

AC  {2; 0; 0}, 
→

BC {0; 1; 1}. 

cos ∠BAC=
4114

|004|
⋅++

−− =
6

2 ; cos ∠ABC=
11114

|11|
+⋅++

−− =
3

1 , 

cos ∠ACB=
114

|0|
+⋅

=0, следовательно,; 

∠ACB=90° и ∆ABC — прямоугольный. Тогда, точка О лежит на отрезке 

АВ; АО=OВ. Вычислим координаты точки О: х=
2
1  (0+2)=1. 

y=
2
1 (2+1)=1,5, z=

2
1 (2+1)=1,5; О(1; 1,5; 1,5) 

504. Введем прямоугольную систему координат 
Oxyz как показано на рисунке. Тогда ∆A1B1C1 — 
проекция ∆АВС на плоскость Оху; М1 — проекция 
точки М. Следовательно, А (хА; уA; 4), В{xB; yB; 9), 
C (xC; yC; 5). 
М — точка пересечения медиан ∆АВС, М (xM; yM; zM), 
(zM — искомое расстояние от точки М до плоскости α). 
Точка пересечения медиан М имеет координаты: 

М (
3

CBA xxx ++ ;
3

„еА yyy ++
;

3
„еА zzz ++

); т.е. zM=6 дм. 

505*. Пусть Е1, Е2, E3, E4 — середины ребер ВС, AD, АВ и DC. Точка О 
— середина отрезка Е1Е2; Е2Е3 — средняя линия грани ABD. 

E2E3= 2
1 DB. 

Аналогично Е1Е4= 2
1 DB. Тогда Е4О=E4E1+ 

+Е1O=
2
1 DB+Е1O, OE3=ОЕ2+Е2Е3=ОЕ2+ 2

1  DB. 

По условию ОЕ2=E1O, тогда Е4O=OE3, таким 
образом О — середина отрезка E3E4. 

→
DO =

→

2DE +
→

OE 2 =
2
1 →

DA +
2
1  

→

12EE , 
→

12EE =
→

DE 2 +
→

DC +
→

1CE ,  

→

12EE =
→

AE 2 +
→

AB +
→

1BE . 
Сложим эти два равенства. Получим: 

2 
→

12EE =
→

DE 2 +
→

AE 2 +
→

1CE + 
→

1BE +
→

DC +
→

AB =
→

DC +
→

AB , 
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→

12EE =
2
1 (

→
DC +

→
AB ), 

→
DO =

2
1 →

DA +
2
1 →

12EE =
2
1 →

DA +
2
1
⋅

2
1 (

→
DC +

→
AB )=

2
1  

→
DA +

4
1 →

DC +
4
1 →

AB =
2
1 →

DA +
4
1 →

DC +
4
1 (

→
DB −

→
DA )=

4
1 (

→
DA +

→
DB +

→
DC ); 

(1)
→

1DM =
→

DA +
→

1AM =
→

DA +
3
2 →

1AE =
→

DA +
3
2
⋅

2
1 (

→
AB +

→
AC )=

→
DA +

3
1

((
→

DB − 

–
→

DA )+(
→

DC −
→

DA ))=
→

DA +
3
1 (

→
DB +

→
DC −2⋅

→
DA )=

3
1 →

DB +
3
1 →

DC +
3
1 →

DA = 

=
3
1 (

→
DA +

→
DB +

→
DC ), 

→
DA +

→
DB +

→
DC =3

→

1DM . (2) 

Подставим (2) в (I): 

→
DO =

4
3 →

1DM , значит, 
→

1OM =
4
1 →

1DM , →

→

1OM

DO =
1
3 . 

Таким образом, точка О ∈DM1 и делит DM1 в отношении 3:1, считая от 
вершины. Аналогично для других медиан. 

506. а) 
rа · b

r
=−1⋅3+5⋅0+6=3; 

6) 
rа ·
rс =−1⋅

2
1
−3⋅5+3⋅4=−3,5; 

в) d
r

· d
r

=22+12+0=5; 

г) (
rа + b

r
+
rс ) d

r
=
rа · d

r
+ b
r

· d
r

+
rс · d

r
=−1⋅2+5⋅1+3⋅0+2⋅3+0+0+

2
2
−3+0=7; 

д) (
rа −b

r
)(
rс −d

r
)=
rа ·
rс −b

r
·
rс − rа · d

r
+b
r

· d
r

=−
2
1
−15+12−

2
3

+0−8+2−5+6=−10. 

507. а) ∠ADB=45°=
→

DA
∧ →

DB , 
→

DB =−
→

BD , 
→

DA
∧ →

BD =180°−45°=135°. 

б) Отложим от точки В векторы р
r

=
→

CB  и 

q
r

=
→

DB . 
→

DB
∧ →

CB = р
r ∧

q
r

=∠DBC. 
Рассмотрим ∆DBC. ∠BDC=60°, DС=DB, тогда, ∠DCB=∠CBD, т.к. тре-

угольник равнобедренный. 
∠DCB+∠DBC=120°, значит, ∠DBC=∠DCB=60°, 
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в) 
→

BD
∧ →

BA =∠DBA. ∆DBA — равнобедренный, т.е., 

∠DAB=∠DBA=
2

45180 °−° =
2

135° =67°30′. 

508. По определению проекции прямая DD1 пер-
пендикулярна плоскости AВС, т.е. она перпенди-
кулярна всем прямым, лежащим в этой плоскости. 

a) D1D ⊥ D1B. 
→

DD1  — направляющий вектор прямой D1D; 
→

BD1  — направляющий вектор прямой D1B. Сле-
довательно, D1B ⊥ D1D; 

б) 
→

1DD  также направляющий вектор прямой D1D, DD1  ⊥ (АВС), т.е. DD1 

⊥ ВС. 
→

BC  — направляющий вектор прямой ВС. Тогда, 
→

1DD ⊥ 
→

BC . Т.к. 
D1D=−DD1, то угол ϕ1 между DD1 и плоскостью AВС равен: ϕ1=180°−ϕ, где 
ϕ=90° — угол между D1D и плоскостью AВС; 

в) 
→

DA  и 
→

BC — направляющие векторы прямых DA и ВС. 

Если 
→

DA ⊥ 
→

BC , то DA ⊥ BC. 
Т.к. тетраэдр ABCD — правильный, то его вершина D проектируется в 

центр ∆АВС. Если провести в ∆АВС высоту AM, то высота тетраэдра DD1 
пересечется с высотой ∆АВС в точке D1, тогда 

1) СВ ⊥ AM, т.к. AM — высота ∆АВС; 
2) СВ ⊥ DD1, DD1 ⊥ (АВС); 
3) AM и DD1 ∈  (DD1A), прямые AM и DD1 пересекаются. 
Из 1), 2) и 3) следует, что СВ перпендикулярна плоскости DD1C, значит, 

CB ⊥ DA, BC ⊥ DA. 
г) DC и D1B не перпендикулярны, т.к. прямые DC и D1B не перпендику-

лярны. Если бы СD ⊥ D1B, то по теореме, обратной к т. о трех перпендику-
лярах, CD1 ⊥ D1B. Но это прямые, содержащие медианы правильного тре-
угольника. Они не перпендикулярны. 

509. сosϕ=|cos 
→

AB
∧ →

CD |. 

а) 
→

AB {1; 1; −2}, 
→

CD {−3; 3; −1}. 

cos ϕ=
199411

|233|
++⋅++

++− =
196

2
⋅

=
114
2 ; 

б) 
→

AB {−5; 1; 1}, 
→

CD {2; 2; −2). 
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cos ϕ=
4441125

|2210|
++⋅++

−+− =
3233

10
⋅

=
9
5 . 

510. Обоначим ребро куба через а. Тогда вершины 
куба имеют координаты: A (a; 0; 0), B (a; a; 0), 

C (0; a; 0), D (0; 0; 0), A1 (a; 0; d), В1 (a, a, a), 
C1 (0; a; a), D1 (0; 0; 0). 

cosϕ=
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx

++⋅++

⋅+⋅+⋅ . 

а) 
→

AD  {−a; 0; −a}, М (
а
2

; a; 
а
2

), 
→

AM  { а а− 2
2

; a; а а− 2
2

}, 

cos (
→

DA1
∧ →

AM )=

44
2

22
2

2
2

2
22

2

aa)aa(aa

a)aa(a

++
−

⋅+

−
−−

= 

=

44
22

2
2

2
2

2
2

222

aa)aa(a

aaa

++
−

⋅

−+−

=0, 
→

DA1
∧ →

AM =90° 

б) 
→

MD  {
а
2

; −f; −
а
2

i}, 
→

1BB  {0; 0; a}, 

cos (
→

MD
∧ →

1BB )=
2

2
2

2

2

44

2

aaaa

a

⋅++⋅

−
=− а

2

2
⋅

aa
⋅

4
6

1
2

=− а
2

2
⋅

2
62а

= 

=−
6

1  

→
MD

∧ →

1BB ≈114°06′. 

511. Найдем длины векторов 
→

1AC  и 
→

1BD . 
→

1AC =
→

AB +
→

BC +
→

1CC =
→

AB +
→

AD +
→

1AA , 
→

1AC ⋅
→

1AC =|
→

1AC |2⋅cos 0°, 

(
→

AB +
→

AD ⋅
→

AB +
→

1AA ⋅
→

AB +
→

AB ⋅
→

AD +
→

AD 2+ 

+
→

1AA ⋅
→

AD +
→

AB ⋅
→

1AA +
→

AD ⋅
→

1AA +
→

1AA 2=
→

AB 2+ 
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+2
→

AD ⋅
→

AB +2
→

1AA ⋅
→

AB +
→

AD 2+2
→

1AA ⋅
→

AD + 

+
→

1AA 2=12+2⋅12⋅ cos 60°+2⋅12⋅ cos 60°+12+2⋅12 ⋅ cos 60°+12=3+6⋅
2
1 =6; 

|
→

1AC |2=6; |
→

1AC |= 6 ; 
→

1BD =
→

BA +
→

AD +
→

1DD =
→

1AA +
→

AD −
→

AB , 
→

1BD 2=|
→

1BD |2⋅cos0O, 

(
→

1AA +
→

AD −
→

AB )(
→

1AA +
→

AD −
→

AB )=|
→

1BD |2, 
→

1AA 2+
→

AD ⋅
→

1AA −
→

AB ⋅
→

1AA +
→

1AA ⋅
→

AD +
→

AD 2−
→

AB ⋅
→

AD −
→

1AA ⋅
→

AB − 

–
→

AD ⋅
→

AB +
→

AB 2=
→

1AA 2+2
→

AD ⋅
→

1AA −2
→

AB ⋅
→

1AA +
→

AD 2
→

AD 2−2
→

AB −
→

AD + 

+
→

AB 2=12+2⋅12⋅cos 600−2⋅12⋅cos 60°−2⋅12⋅cos 60°+12=3−
2
2 =2=|

→

1BD |2, 

|
→

1BD |= 2 . 
512. DB ⊥ АС; АО=ОС=4, DO=OB=3.  

BC= 22 43 + = 25 =5, 
BN=CN=2,5. 

cos ∠OBC=
ОВ
ВС

=
5
3 , cos ∠OCB=

ОВ
ВС

=
5
4 . 

а) 
→

MN  и 
→

BC  — направляющие векторы прямых 

MN и BС. Косинус угла между прямыми MN и ВС равен |cos (
→

MN
∧ →

BC )|. 

1) 
→

MN =
→

MO +
→

OB +
→

BN , 
→

BC ⋅
→

MN =
→

BC  (
→

MO +
→

OB +
→

BN )= 
→

BC ⋅
→

MO + 

+
→

BC ⋅
→

OB +
→

BC ⋅
→

BN =−9+12,5=3,5 

(cos (
→

BC
∧ →

OB )=−cos ∠OBC=−
5
3 ; cos (

→
BC

∧ →
MO )=0, т.к. МО ⊥ плоско-

сти АВС). 

2) 
→

BC ⋅
→

MN =|
→

BC |⋅|
→

MN |⋅ cos (
→

BC
∧ →

MN ), 

MN= 22 ONМO + = 25,636 + =6,5, 
где ON=BN=NC=2,5, т.к. в прямоугольном треугольнике ОВС точка N яв-
ляется центром описанной окружности. 

→
BC ⋅

→
MN =5⋅6,5⋅cos (

→
BC

∧ →
MN )=32,5 ⋅ cos (

→
BC

∧ →
MN ), 



 54 

32,5 ⋅ cos (
→

BC
∧ →

MN )=3,5, cos (
→

BC
∧ →

MN )=
5,32

5,3 =
65
7 ; 

б) |DC|=|BC|=5. 
→

MN =
→

MO +
→

OC +
→

CN , 
→

DC ⋅
→

MN =
→

DC  (
→

MO +
→

OC +
→

CN )=
→

DC ⋅ 
→

MO +
→

DC ⋅ 
→

OC +
→

DC ⋅ 
→

CN , 
→

DC ⋅
→

MO =0, т.к. МО ⊥ DC. 
→

DC ⋅ 
→

OC =5 ⋅ 4 ⋅
5
4 =16, т.к. cos (

→
DC

∧ →
OC )=cos ∠DCO=cos ∠OCB=

5
4 ; 

→
DC ⋅

→
CN =5 ⋅ 2,5 ⋅ cos (180°−∠DCN)=12,5 (−cos ∠DCN)=−12,5⋅ 

⋅cos (2⋅∠OCB)=−12,5 (2 ⋅ cos2 ∠OCB−1)=−12,5 ⋅ 2 ⋅
25
16 +12,5=12,5 − 16=−3,5, 

→
DC ⋅

→
MN =0+16−3,5=12,5, 

→
DC ⋅

→
MN =|

→
DC | ⋅ |

→
MN | ⋅ cos (

→
DC

∧ →
MN ), 

cos (
→

DC
∧ →

MN )=
5,65

5,12
⋅

=
325
125 =

13
5 ; 

в) 
→

AC ⋅
→

MN =(
→

AB +
→

AD )( 
→

MO +
→

OB +
→

BN )=
→

AB ⋅ 
→

MO +
→

AB ⋅
→

OB +
→

AB ⋅
→

BN + 

+
→

AD ⋅
→

MO +
→

AD ⋅
→

BN , 
→

AB ⋅
→

MO =0, т.к. AB ⊥ МО, 
→

AB ⋅
→

OB =5⋅3⋅соs ∠ОВА=15 ⋅ cos ∠OBC=15⋅
5
3 =9, 

→
AB ⋅

→
BN =5⋅2,5⋅cos (180°−∠ABN)=12,5⋅(−cos ∠ABN)=−12,5⋅cos (2⋅∠OBC)= 

=−12,5⋅(2⋅cos2 ∠OBC−1)=−25⋅
25
9 +12,5=12,5−9=3,5, 

→
AD ⋅

→
OB =

→
BC ⋅

→
OB =5⋅3⋅(−

5
3 )=−9, 

→
AD ⋅

→
MO =0. 

→
AD ⋅

→
BH =

→
BC ⋅

→
BN =5⋅2,5=12,5, 

→
AC ⋅

→
MN =0+9+3,5−9−0+12,5=16, 

→
AC ⋅

→
MN =|

→
AC |⋅|

→
MN |⋅cos (

→
AC

∧ →
MN ), 

cos (
→

AC
∧ →

MN )=
5,68

16
⋅

=
52
16 =

13
4 ; 

г) 
→

DB ⋅
→

MN =(
→

DC +
→

CB )(
→

MO +
→

OC +
→

CN )=
→

DC ⋅
→

MO +
→

CB ⋅
→

MO +
→

DC ⋅
→

OC + 

+
→

CB ⋅
→

OC +
→

DC ⋅
→

CN , 
→

DC ⋅
→

MO =0. 
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→
CB ⋅

→
MO =0, 

→
DC ⋅

→
OC =5⋅4⋅

5
4 =16, 

→
CB ⋅

→
OC =5⋅4 ⋅ cos (180°−∠OCB)=5⋅4(−

5
4 )=−16, 

→
DC ⋅

→
CN =5⋅2,5 ⋅ cos (180°−2∠OCB)=−3,5, 

→
CB ⋅

→
CN =5⋅2,5⋅1=12,5, 

→
DB ⋅

→
MN =0+0+16−16−3,5+12,5=−3,5+12,5=9, 

→
DB ⋅

→
MN =|

→
DB |⋅ |

→
MN |⋅cos (

→
DB

∧
MK)=6⋅6,5⋅cos (

→
DB

∧ →
MN ), 

cos (
→

DB
∧ →

MN }=
39
9 =

13
3 . 

513. Обозначим сторону куба через а. Введем прямо-
угольную систему координат как показано на рисунке. 

Задача сводится к нахождению cos (
→

NM
∧ →

DA ). 

а) N (
5
3 a; 0; 0), A (a; 0; 0), A1 (a; 0; a), B (a; a; 0), 

B1 (а; a; a), М (a; a; 
5
3 a), D (0; 0; 0); 

→
NM {

5
2 a; a; 

5
3 a}. 

→
DA {a; 0; 0}. 

|cos (
→

NM
∧ →

DA )|=
22

25
922

25
4

2
5
2

aaaa

|00a|

⋅++

++
=

25
9254

5
2

2

2

a

a

++
=

5
2
⋅

25
38

1 =
38
2 . 

б) Синус угла между прямой МN и плоскостью A1B1C1D1 равен  

|cos (
→

NM
∧ →

1AA )|. 

→

1AA {0; 0; а},|cos (
→

NM
∧ →

1AA )|=
2

2

aa

|a00|

25
38

5
3

⋅

++
=

5
3
⋅

25
382

2

a

a =
38
3 . 

514. 
rа {|

rа | cos ϕ1; |
rа | cos ϕ2; |

rа |cos ϕ3}, (смотри задачу 460) 
где ϕ1, ϕ2 и ϕ3 — углы, которые 

rа  составляет с осями координат Ox, Oy, 
Oz. 

|
rа |= 222 zyx ++  где х, у, z — координаты 

rа . 
Тогда, |

rа |2=x2+у2+z2=|
rа |2 cos2 ϕ1+|

rа |2 cos2 ϕ2; |
rа |2 cos2 ϕ3=|

rа |2 (cos2 ϕ1+ 
+cos2 ϕ2+cos2 ϕ3), cos2 ϕ1+cos2 ϕ2+cos2 ϕ3=1, чот и требовалось доказать. 
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515. 
 
 
 
 
 
 
 
Из точки С проведем прямую CF перпендикулярную плоскости АОВ, в 

плоскости АОВ проведем FA ⊥ ОА, FB ⊥ ОВ. По теореме о трех перпендику-
лярах: СА ⊥ ОА и СВ ⊥ ОВ. Пусть ОС=а, тогда из ∆СОА: ОА=ОС cos 60°= 

=
а
2

; из ∆СОВ: ОВ=ОС·cos 45°=
а
2

. 

Для ∆АОВ по теореме косинусов: 
AB2=OB2+OA2−2⋅ОB⋅OA cos 45°; 

АВ2=
а 2

2
+
а 2

4
−2⋅

а
2
⋅
а
2

=
2

1
=
а 2

2
+
а 2

4
−
а 2

2
=
а 2

4
, АВ=

а
2

. 

Таким образом, ∆АОВ — равнобедренный, ОА=АВ; ∠АВО=45°, 
∠ОАВ=90°. 
Тогда, FA совпадает с АВ и С проектируется в точку В. 
Прямые НО и СВ перпендикулярны к плоскости АВО, т.е. они лежат в 

одной плоскости, ∠НОВ=90°, ∠COB=45°, таким образом, искомый угол 
θ=45°. 

516. СА ⊥ АВ. 
Из А проведем прямую ОА ⊥ АВ, 

∠CAO=ϕ. Отложим АС=АО; пост-
роим отрезок СО, из точки О про-
ведем луч, пересекающий луч AD в 
точке D, OD || АВ.  

OD || АВ, а ОА ⊥ АВ, значит,  
OD ⊥ OA. По теореме о трех пер-
пендикулярах: СО⊥OD. 
Обозначим AD=а. Тогда в ∆AOD: 

AО=a sin θ, OD=a cos θ. 
Из ∆ОАС по теореме косинусов: CO2=OA2+AC2−2⋅AC⋅АО⋅cos ϕ; 
CO2=a2 sin2ϕ+a2 sin2 θ − 2a2 sin2 θ cos ϕ=2a2 sin2 θ (1 − cos ϕ). 
В прямоугольном ∆COD 
CD2=ОС2+OD2; 
CD2=2 a2 sin2 θ (1 − cos ϕ)+a2 cos2 θ. 
В ∆CAD по теореме косинусов искомый ∠CAD=х; 
CD2=СА2+AD2 − 2⋅СА ⋅ AD ⋅ cos x. 
2а2 sin2 θ (1 − cos ϕ)+a2 cos2 θ=a2 sin2 θ+а2 −2 a2 sin θ cos х, 
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2 sin2 θ − 2 sin2 θ cos ϕ+cos2 θ=sin2 θ+1− 2 sin θ cos х, 
1 − 2 sin2 θ cos ϕ −1=−2 sin θ cos х, 
2 sin2 θ cos ϕ=2 sin θ cos х, sin θ ≠0, 
следовательно, sin θ cos ϕ=cos х. 

517. Через D проведем прямую, 
параллельно ребру АВ; через 
точку А проведем прямую, 
перпендикулярную ребру АВ; эти 
прямые пересекаются в точке F. 
Тогда AF ⊥ FD. Проведем отрезок 
СF и отрезок CD. По теореме о 
трех перпендикулярах CF ⊥ FD, а значит ∆CFD — прямоугольный. 

AFDB — прямоугольник, AF=BD=р, АВ=FD=m. 
Для ∆CAF по теореме косинусов: 
CF2=АС2+AF2 − 2⋅АС⋅AF⋅ cos 120°=n2+р2−2 ⋅ n ⋅ p cos (180°− 60°)= 

=n2+p2+2⋅n⋅p⋅
2
1

=n2+р2+np. 

В ∆СFD: CD2=CF2+FD2, CD2=n2+p2+np+m2; CD= npmpn +++ 222 . 

518. а) по условию а || α, тогда все точки прямой находятся на одинако-
вом расстоянии от плоскости α. Предположим, что при движении a1 не па-
раллельна α1, т.е. a1 пересекает α1, тогда точки прямой а1 находятся на раз-
личных расстояниях от плоскости α1, что противоречит тому, что при 
движении расстояние между точками сохраняется. Предположение невер-
но, т.е. а1 || α1. 
б) Дано: В результате движения: 

  
Пусть М — точка плоскости α, в которой а пересечет α. Возьмем произ-

вольные точки А ∈ а, В ∈ α, С ∈ α.  
∆АМВ и ∆АМС — прямоугольные треугольники; AM2=АВ2 − ВМ2= 

=AC2 − СМ2. 
При движении АВ=А1B1, АС=А1С1, AM=А1М1 (по доказанному в преды-

дущих задачах). 
A1M1

2=А1B1
2 − B1M1

2, значит, A1М1 ⊥B1M1. 
A1M1

2=A1C1
2 − C1M1

2, значит, A1M1 ⊥ C1M1. 
Таким образом, А1М1 перпендикулярна плоскости α1 по признаку пер-

пендикулярности прямой к плоскости. 
519. PQ ⊥ AO, AO ⊂ α (смотри рисунок). 
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Возьмем на ребре двугранного угла PQ 
точку О; проведем прямую OB ⊥ PQ, 
OB1 ⊥ PQ. ∠BOA=ϕ. 
При зеркальной симметрии В∈β → В1 

∈ β1, при этом α ⊥ В1В и проходит через 
середину отрезка В1В: ВК=В1К. 
∆В1ОК=∆ВОК, кроме того они 

прямоугольные (OK ⊥ PQ, OK — общий 
катет, В1К=KB). 
Тогда, ∠BOK=∠B1OK=ϕ, т.к. 

линейные меры двугранных углов равны, то и соответствующие двугран-
ные углы между плоскостями α и β, α и β1 тоже равны. 

520. а) Возьмем в плоскости α точку 
К и проведем через нее две пересе-
кающиеся прямые а и b. При 
параллельном переносе прямая b 
перейдет в параллельную ей прямую 
b1, а прямая а — в параллельную ей 
прямую а1. Т.к. а и b пересекаются, то 
а1 и b1 тоже пересекаются. Через a1 и 
b1 проведем плоскость α. Если две пересекающиеся прямые одной плоско-
сти соответственно параллельны двум прямым другой плоскости, то эти 
плоскости параллельны. Тогда, α|| α1, что и требовалось доказать. 
б) проведем на плоскости α прямую 
rа || р

r
 и b

r
|| р
r

. Известно, что прямая, 

параллельная р
r

 или содержащая р
r

, 
отображается на себя. 

b → b, а → а. Через параллельные 
прямые а и b проходит единственная 
плоскость α, которая таким образом отображается сама на себя, что и тре-
бовалось доказать. 
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Глава VI. Цилиндр, конус и шар 

521. Докажем, что осевое сечение цилиндра — это 
прямоугольник (ABCD). Одно основание цилиндра 
получено из другого параллельным переносом, таким 
образом, BC=AD, т.к. параллельный перенос сохраняет 
расстояния. AB и CD перпендикулярны основаниям. 
AB=CD, как отрезки параллельных прямых, заключеные 
между двумя параллельными плоскостями, т.е. ABCD 
— прямоугольник R=1,5 м, Р=4 м. 

АС=BD= =+ 22 )R2(H 916DH 22 +=+ =5 (см) 
522. АА1В1В — прямоугольник (см.п.521). 
Из ∆АВ1В: 

АВ=2R=48 · sin 60°= 324
2

348
=  см; R= 312  (см); 

Н=В1В=48 · cos 60°=
2
48 =24 см; 

Sосн=πR2=π ( 312 )2=π · 144 · 3=432 π см2. 
523. АА1В1В — квадрат, АВ1=20 см. АВ=Н; 

Н 2 =20 ⇒ Н=
2

20 =
2

220 =10 2 , 

Н=10 2 , Sосн=πR2, где R=
2
1  АВ=

2
1  Н=5 2 , 

Sосн=π (5 2 )2=50π см2. 
524. Нет. 
Пример изображен на рисунке. 
 
525. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅π

=⋅

5R

  10R2H
2  ⇒ 

1  ,5

,R

2H

52

H
5

H
5

H2
10

==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

==

⋅π
π

  

Н= π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π

−

5
5
1 1

 м. 

526. ;RS 2
осн π=  ,R2HSсеч ⋅=  =

сеч

осн
S
S

 ,
4
3 π⋅

=  

,
2
3

H
R

HR2
R

4
3 2

=⇒
π

=
π⋅  
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,
2
3tg

2
1

H
R2tg α⇒=α  ,3tg =α  .60o=α  

;301
o=∠ ABB  ;301

o=∠ BAA  

;120302180 ooo =⋅−=∠β  .601
o=∠ATA  

527. АВ и О1О — скрещивающиеся прямые. 
а) 1. Построим плоскость, содержащую АВ так, чтобы 

плоскость была параллельна О1О. АА1ВВ1 — прямоуголь-
ник. ρ(АВ, ОО1)=ρ ((АА1В), ОО1). 
Построим ОР ⊥ А1В, ρ(АВ, ОО1)=ОР=d. 2. r=10 дм, d=8 

дм, АВ=13 дм, h=? 

,22
1 drBPPA −==  ,drBA 22

1 −=  

126264100BA1 =⋅=−= (дм), 

5144169BAABH 2
1

2 =−=−= дм. 
б) h=6 см, r=5 см, АВ=10 см, d=? 

836100hABBA 22
1 =−=−= см 

4PBPA1 == см. Из ∆ :1OPA  31625PArd 2
1

2 =−=−= см. 

528. Пусть π — секущая плоскость, π|| .1OO  

OO1   ⊥ плоскостям оснований, тогда прямые АВ и CD, по 
которым π пересечет боковую поверхность цилиндра, также 
перпендикулярны плоскостям оснований. Тогда АВСD — 
прямоугольник. Точка А переходит в точку В и точка D 
переходит в точку С. 

529. АА1В1В — прямоугольник. 

.., етdRAB
2
1 22 −= ;dR2AB 22 −=  

=⋅−=⋅= HdR2HАВS 22  

6441689252 =⋅=⋅−=  см2. 
530. Пусть H=12 см, R=10 см, АА1В1В — квадрат. 
AB=H=12 см, 

=−=
2

12етdRAB
2
1 22 .., ,2d100 −  ,2d1006 −=  

,10036 2d−=  ,642 =d  8=d см. 
531. Пусть Н=10 дм, Sсеч=240 дм2, d=9 дм. 

;ABHS ⋅=  24ABетAB10240 =⋅= ..,  дм. 

,22 dRAB
2
1

−=  или ,81R12 2 −=  ,81R144 2 −=  ,2R255 =  15R = дм. 
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532. ∠ВАС=ϕ — линейный угол двугранного угла .1ABCA  
Пусть R — радиус основания цилиндра, Н — высота 

цилиндра. 
.2

111 RHSS CACA ==  

,
sin)sin( ϕ

=
ϕ−

R
2180

AB
o

 т.е. ;
sincossin ϕ

=
ϕϕ

R
2

AB  

;cosϕ= R2AB ;cos HR2HABSS BABA2 11
ϕ=⋅==  

.
coscos ϕ

=
ϕ

=
1

RH2
RH2

S
S

2

1  

Ответ: 
ϕcos

1 . 

533. ;,
H2
SRилиRH2S ==  

.., етdRAB
2
1 22 −= ;2dAB 2H4

2S −=  

=−=⋅= 2
сеч dH2HABS 2H4

2S .222 dH4S −  

534. Из ∆AOB: .ROBAO ==  

dABBM 3
2
1

==  

тогда ;tg
d

BM 360 == o  

;dBM 322 =  ;dAB 32=  

.dhS 32=  

535. По условию: 2=d см, .AOB o60=∠  

;
3

2BKтогда,
3

130tg
2

BK
OK
BK

==== o  

3
34

3
4BK2AB ==⋅=  см. 

BBAA 11  — прямоугольник, 40310
3

34
=⋅=S  см2. 

536. ACB∠  — вписанный, т.к. ,ACB o90=∠  то он 
опирается на диаметр. 
Пусть h — образущая, равная высоте цилиндра, R — радиус цилиндра, 

далее ,xBC =  тогда .xRAC 224 −=  
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,4 22
21 1111

xRhSSxhSSS AACCCCBB −⋅======
 

,xR4hxh 22 −⋅= или ,xR4x 22 −=  ,xRx 222 4 −=  ,Rx 22 42 =  

22 2Rx = , Rx 2= , .xR
2

=  

Площадь осевого сечения 

2
223

xhRhS == . .S)xh(S 223 =⋅=  

Ответ: S2 . 
537. По условию D=1м; Н=πD. 

,rHSбок π= 2  
2
1

2
1

== Dr (м), π=⋅π= 1H  м, 2
2
12 π=π⋅⋅π=бокS  м2. 

538. По условию ,SSбок =  

,SrhSбок =π= 2  ;Srh
π

=2  .SrhhABS BBAA π
==⋅= 2

11
 

539. 51,D = м, 3=H м, на 1 м2 — 200 г краски. 

,SrrhSS бакаоснполн =π+π=+ 22  

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛π++⋅⋅π=π+π=
2

2
2
51351 ,,rВРSповбака  

=π+π=⋅π+⋅π= 125154
2
25254 ,,,, π6255, . 

Тогда количество краски: ππ 125,1625,52,0 =⋅  кг. 
540. По условию: ,12=− RH  

ππ 288)(2 =+= HRRSполн  см2. Запишем систему: 

⎩
⎨
⎧

π=+π
=−

,288)HR(R2
,12RH

 
⎩
⎨
⎧

=+π
=−

.144)HR(R2
,12RH

 

;)R(RR 144122 =++  ;RR 07262 =−+  

.R , 93729321 ±−=+±−=  

Очевидно, ,R 0>  т.е. 6=R  см, 18612 =+=H  см. 
541. По условию: 20=d =0,2 м, 

,ldlrSбок ⋅⋅π=⋅⋅π= 2  ,d,Sшв 100
152 ⋅π

=  

42,0 ⋅⋅π=+ бокбок SS =
⋅π

+π=
⋅⋅π

+
100

528080
100

42052 ,d,,,d,

=+π=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +π= ),(,, 0250180
100
25180

40
π820,  м2. 
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542. По условию: ;SSосн =  .RS 2π=  
Пусть высота цилиндра h. Из .BAA 11∆  

,tg
h
R

ϕ=
2  ,SR

π
=  ,Sctg

tg
Rh

π
⋅ϕ=

ϕ
= 22  

π
π⋅ϕ⋅

π
π=π=

S2ctgS2Rh2Sбок  .SctgSctg ϕ=
π

ϕπ= 44  

Ответ: 4Sctgϕ . 
543. Sбок = 2πRh, Sполи = 2πR(h + R), 

)1(
2
ABR,Rh2AB ⋅
π

=π= ; )2(AAh 1 ⋅=  

Диагонали прямоугольника равны и в точке Т делятся пополам (по свой-
ствам прямоугольника). 
Из 1ATA∆  по теореме косинусов имеем: 

=ϕ−=ϕ⋅⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= cosddcosddddAA

4
2

4
2

22
2

22

2222
2
1  

,
2

sin
2

sin2
2

)cos1(
2

222
22 ϕϕϕ ddd

=⋅=−=  

,sindsindAA
22

22
1

ϕ
=

ϕ
=  .hAA =1  

Из ATB∆ по теореме косинусов: =ϕ−⋅⋅−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= )180cos(
2
d

2
d2

2
d

2
dAB

22
2 o  

2
2

d)cos1(
2

dcos
4
d2

4
d2 2222

⋅=ϕ+=ϕ+= ,cosdcos
22

222 ϕ
=

ϕ  

;cosdcosdAB
22

22 ϕ
=

ϕ
=  ;

cosdABR
π

=
π

=

ϕ

22
2  

2222
2 22 ϕϕ

=
ϕ

⋅
π

π=

ϕ

cossindsind
cosd

Sбок

;sindcossind
22

1
22

2
2
1 22 ϕ

=
ϕϕ

⋅=  

;cosdcosd
RSосн 244

2
2

2

22
2 2 ϕ

π
=

π

π
=π=

ϕ

 ;SSS оснбокполн 2+=  

=
ϕ

π
+ϕ=

ϕ
⋅

π
+ϕ=

24224
2

2
1 2

22
2

2
2 cosdsindcosdsindSполн ).

2
cos1(sin

2
d 2

2 ϕ
π

+ϕ  

Если за основание принять 1AA , а за высоту — АВ, то бокS  не изменится. 
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;
sindsind

RSосн π
=

π
⋅π=π=

ϕϕ

44
22

22

2

22
2  

Ответ: .sindsind
sind

sindSполн 222
1

4
2

2
1 2

2
2

22
2 2 ϕ

π
+ϕ=

π
⋅+ϕ=

ϕ

 

544. .RSосн
2π=  

Очевидно, сторона квадрата равна .
2

d
 

;
22
dR.е.т,R2

2
d

π
π

⋅
==  .

88

2

2

2

ππ
π ddSосн =

⋅
=  

545. Пусть aOAR == , .1 aAAH ==  

а) осевогоS ;222 2aaaRHсеч ===  

б) ;222 2aaaRHSбок πππ ===  

в) .4)(22 222 aaaSполн πππ ===  
546. а) 
 

 
 
 

baSбок π2=   abSбок π2=  

бокS одинакова. 

б) ,SbbaSполн 1
222 =π+π=  ,aabSS полн

2
2 22 π+π==  

.
)(2
)(2

2

1

b
a

baa
bab

S
S

=
+
+

=
π
π

 

Ответ: 
2

1
S
S

b
a
= . 

547. По условию 15== hSO см, 8== OAR см,  

=+=+= 2222 815OASOAS  1764225 =+= см. 

548. а) o30=α  по условию 

36
2

31230 ===α== ocosAScosASAOR см, 

π=π⋅⋅=π=π= 10833636 22 )(RSосн см2; 

A 

A1 
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б) o45=α  по условию 26
2
212 ⋅=R см, 

π=⋅π= 7226 2)(Sосн см2; 

в) o60=α  по условию 6
2
112 ⋅=R см2. 

π=⋅π= 3662
оснS см2 

549. По условию 8== hPO дм. 

а) осн1 S
2
1S = ; б) ,SS осн4

1
1 =  

Плоскость, параллельная основанию, пересекается с 
ко-нусом по окружности и разбивает конус на две части. 

11APO∆ ∼ POA∆ ; ,
OA

AO
PO
PO 111 =  .

r
rPO 11

8
=  

,
S

r

,rS

кр

кр

π
=

π=

2

2

 .
S
SPO

осноснS

S
11

1

8
==

π

π  

а) 24
2

8
2
188 1

1 ====
оснS
S

PO дм; б) 4
2
8

4
181 ===PO дм; 

550. Пусть ,APB o90=∠  5== OBAO см, ?S APB =∆  

,APPBAPS APB
2

2
1

2
1

=⋅=∆  

222 ABAP = (по теореме Пифагора), 10=AB см. 

50425
2
12 =⋅⋅=AP см2, тогда 25

2
50

==∆APBS см2. 

551. а) Обозначим ,BPC o30=∠ PC=PB=2r. 

;sinPCPBSBPC
o30

2
1

⋅⋅=  2
22
22 rrrSBPC =
⋅
⋅

= ; 

б) Дано ,BPC o45=∠  

2
22

222 2rrrSBPC =
⋅
⋅⋅

= ; 

в) Дано ,BPC o60=∠  3
22

322 2rrrS BPC =
⋅
⋅⋅

= . 

552. Дано ,hPO = ,APO o60=∠  ,PBAP⊥  PB  — об-
разующая. 

1) ,hAP 2=  (РО — катет, лежащий против угла в o30 ); 
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2) hPBAP 2== — как образующие конуса; 
3) ∆АРВ прямоугольный. 

,PBAPSAPB ⋅=
2
1  22

2
22 hhhS =
⋅

= . 

553. Дано: АРВ — осевое сечение. 6=APBS дм2, 8=оснS дм2. 

1) ,ABPOS APB ⋅=
2
1  .rAB 2=  

,rhrPOSAPB =
⋅

=
2

2  ;rh=6  (1) 

2) ,rSосн
2π=  ;r28 π=  (2) 

3) из (2) ;r
π

=
π

=
228  из (1) 

8
6

2
3

22
66 π

=
π

=
π

==
r

h дм. 

554. Дано ВС — хорда, стягивает угол а) в ;60o  б) в .90o  ?=сечS  
Проведем ОК ⊥ СВ и соединим точки Р и К. По теореме о трех перпенди-

кулярах: РК ⊥ СВ. РК — высота  треугольника ВРС. 

.PKCBSS BPCсеч ⋅==
2
1  

а) ВС=r. 

Из ∆РОК: ,OKPOPK 22 +=  из ∆СРК: .CKCPPK 22 −=  

,rlrlrlPK
2

4
4

4
2

22222
2 −

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

;rlrrlrSсеч
22

22
4

42
4

2
1

−⋅=
−

⋅⋅=  

б) ;rCB 2=  ,rlrlrlPK
2

2
22

222
2

2
2 −

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

.rlrrlrSсеч
22

22
2

22
2

2
1

−⋅=
−

⋅⋅=  

555. Дано: ОР=h=10 см, ВС — хорда, 
,60o=∠COB  двугранный угол между плоскостью основания и плоско-

стью ВРС равен: а) ;30o  б) ;45o  в) .60o  ?=BPCS  
Построим линейный угол данного двугранного угла. Проводим ОА ⊥ ВС, 

строим отрезок РА. По теореме о трех перпендикулярах РА⊥ВС. 

PAOPO
BC OA

⊥
⊥

, поэтому ∠РАО — линейный угол двугранного угла. 



 67 

а) ∠РАО= .30o  Из ∆РОА: ,h
sin

hPA 2
30

==
o

 из 

∆СОВ: ВС=r=2СА, 

,tg
OA
CA

3
130 == o  .OACA

3
=  

Из ∆РОА: ,tg
OA
h

3
130 == o  .hOA 3=  

Итак, ,hhCA ==
3
3  .hBC 2=  ,PABCSсеч ⋅=

2
1  2222

2
1 hhhSсеч =⋅= , 

2001002 =⋅=сечS см2. 

б) ∠РАО= .45o  2hPA = см 210= см, ,hOA =  ,
3

hCA =  

;hBC
3

2
=  6

3
1006

3
2

3
2

2
1 2

=⋅=⋅⋅=
hhhSсеч см2. 

в) ;PAO o60=∠  ;tg
OA
h 360 == o  ,hOA

3
=  

( ) 333 2
hhOACA === см, 

3
2hCB = см, 

3
2

60
⋅

==
h

sin
hPA

o
см. 

9
2

33
2

3
2

3
2

2
1 22 hhhhSсеч ==⋅⋅= см2. 

9
3200

9
10032

=
⋅

=сечS см2. 

556. Дано: α ⊥ оси конуса РО. 
Докажем, что 
1) сечение конуса плоскостью α будет кругом с 

центром в точке О1; 

2) .r
PO
PO

r 1
1 =  

Возьмем некоторую точку α∈1M  и точку ).( 111 rOM ∈  (на плоскости 
α строим окружность с центром в точке О1 и радиуса r и на этой окружно-
сти выбираем произвольную точку М1). 
Через точку Р и точку М1 проводим прямую РМ1, которая пересечет 

плоскость основания конуса в точке М. ∆РО1М1∼∆РОМ как прямоугольные, 
имеющие одинаковый острый угол. 

;
PM
PM

PO
MO

PO
PO 1111 ==  constrr

PO
PO

PO
MOPO

OM ==⋅=
⋅

= 1
11

11  при задан-

ной точке Р и окружности ).r(O 11  
Тогда: точка М — произвольная, значит, все точки луча РМ1, пересекаю-

щие плоскость основания конуса, лежат на окружности О(r), т.е. равноуда-

D O
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лены от некоторой точки О на расстояние r, что видно из формулы. РМ — 
образующая конуса по определению. 

4) Образующие составляют коническую поверхность, поэтому докажем, 
что существует произвольная точка α∈1M , PMM1∈ такая, что 

).( 111 rOM ∈  
5) ∆РО1М1 ∼ ∆РОМ (РМ — образующая). 

constrr
PO
PO

OM
PO
PO

MO ==⋅=⋅= 1
11

11  при заданной точке Р и r. 

Тогда: эта окружность будет сечением боковой поверхности, а круг, гра-
ницей которого является ),( 11 rO будет сечением конуса плоскостью α. 

557. См. рисунок к задаче 556: ,
PO
PO

OM
MO 111 = или 

;
PO
PO

r
r 1

2

1 =  ;rS 2
11 π=  2

22 rS π= . 

Запишем отношение: ;
PO
PO

r
r

2

2
1

2
2

2
1 =  .

PO
PO

S

S

2

2
1

2

1
=

π

π  

558. 1) ;rllSбок π=
απ

=
o360

2
 

2) 516922 =+=+= Hrl (см); 

3) =α⇒⋅⋅π=
α⋅⋅π 53

360
25

o
.oo

o

216372
25

53360
=⋅=

⋅π
⋅⋅π⋅  

559. ,coslr
2
160 == o  .r

2
1

=  

.lrlSбок ⋅⋅π=
απ

=
o360

2
 

Вычислим градусную меру дуги α: .
l

ll o
o

180
2

360
2 =
⋅⋅π

⋅⋅π⋅
=α  

560. Обозначим .xAPO =∠  

,
360

2
lrl
⋅⋅= παπ

o
 где ,APl =  .OAr =  

.
360360

2

oo

l
l

lr α
π
απ

=
⋅

=  

а) ;
2
1

360
180

=
⋅

=
o

o lr  б) ;
4
1

360
90

=
⋅

=
o

o lr  в) .
6
1

360
60

=
⋅

=
o

o lr  
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Из ∆АРО: .sin
l
r

PA
AOx ==  

а) ,
2
1sin =x  ,30o=x  ;602 o==∠ xAPB  

б) ,
4
1sin =x  ,

4
1arcsin=x  ;

4
1arcsin2=∠ APB  

в) ,
6
1sin =x  ,

6
1arcsin=x  .

6
1arcsin2=∠APB  

561. По условию 9=r см, .120o=ϕ  
Пусть l  — длина дуги сектора, получающегося в результате развертки 

конуса. 

o
l

360
2 ϕπ

=
r = π=

⋅⋅π 6
360

12092
o

o

. 

С другой стороны l  — это длина окружности основания конуса, тогда 

радиус основания R= 3
3
6

2
=

π
π

=
π
l см. 

Тогда π=π= 92rSосн  см2. 

267298122 ==−=−= RrH  см. 
562. ∆АОР — равнобедренный; 

;,sinlOAr
2

25645 ⋅
=== o  ,rlSбок π=  

28
16956

2
256

π=⋅
⋅

⋅π= ,,Sбок  см2. 

563. Дано: 21,H = см, 60,Sсеч = см2. 
1) );rl(rSполн +π=  

2) ,HrHr2
2
1POAB

2
1SAPB ⋅=⋅⋅=⋅=  

2
1

12
6

2,1
6,0r2,1r6,0 ===⋅=  см; 

,rHl 22 +=  69,125,044,1l =+= 31,=  см; 
4) π=⋅⋅π=+⋅π= 908150315050 ,,,),,(,Sполн  см2. 

564. По теореме синусов: ,r2
sin

a
=

α
 следовательно, 

α
=

sin2
ar  

l
r =cos ϕ , следовательно ,

cos
rl
ϕ

=  
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;
cossin2

al
ϕα

=  ),lr(rSполн +π=  тогда 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕα

+
αα

⋅π=
cossin2

a
sin2
a

sin2
aSполн  

= )
cos

(
sin
a

sin
a

ϕ
+⋅

α
⋅

α
π 11

22

2
.

cossin4
)cos1(a

2

2

ϕα

ϕ+π
=  

565. При вращении получим коническую поверхность. 
,rlSбок π=  ).rl(rSполн +π=  

10643686l 22 =+=+= (см); 
π=⋅⋅π= 80108Sбок (см2); 

π=π⋅⋅=+⋅π= 144818)810(8Sполн  (см2). 
566. Sбок = 2Sбок =πrl. 

,sinϕmr =  ;ml =  

;sinmmsinmS 2
бок ϕπ=⋅ϕπ=  

.sinm2S 2
пов ϕπ=  

567. Дано: 3r1 = см, 6r2 = см, 4H = см. 
Проведем А1М ⊥ ОА. 
А1М=Н=4 см, АМ=3 см, 

5916AMHAA 22
1 =+=+= (см). 

568. Проведем А1М ⊥ ОА. 
А1М=О1О=Н см, АМ=6 см. 

а) 836100610H 22 =−=−=  см; 

б) Sсеч=Sтрапеции 644168
2
115S OOAA 11

=⋅=⋅
+

=  см2, 

128Sсеч =  см2. 
569. Осевое сечение усеченного конуса 

— равнобедренная трапеция с 
основаниями 2r и 2R. Вычислим высоту 
трапеции ОО1=Н. АК=R — r, ∆АВК — 
прямоугольный равнобедренный, ВК=О1О=Н=R — r. 

=−⋅
+

=⋅
+

= )rR(
2

R2r2H
2

ADBCSABCD  = .rR)rR)(rR( 22 −=−+  

570. Дано 80Sбок = см2, ,OMPO =  .PMCD⊥  
,l)rr(S 1бок +π= где ,OCr =  ,MAr1 =  .CAl =  СО 

— средняя линия в ∆АРМ, АС=СР. 
.APrS 1бок π=  Обозначим ,lCPAC ==  тогда  
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,80l2r1 =⋅π или 40lr1 =π (*). POC∆ ∼ .PMA∆  

;
PA
PC

MA
OC

PM
PO

== ,
2
1

r
r

l2
l

r
r

11
=⇒=  .

2
r

r 1=  

Из (*) ;
r

40l
π

=  60
2

40340
2 1

1

1
1

1
=

π
⋅⋅π

=
π
⋅+π=

r
r

r
)r

r
(Sбок . 

571. Пусть ,rCB 1= ,rAD =  ,DCl =  .BAH =  
Проведем .DACM⊥  

Из :DCM∆  3
2

22345cos23DM =
⋅

== o ; 

743rDA =+== см. 

;l)rr(S 1бок +π=  =+π= 23)74(Sбок π=⋅⋅π 2332311  см2; 

),rr(SS 2
2

2
1бокполн +π+=  

.65233)4916(233Sполн π+π=+π+π=  
572. Дано: 1 м2 – 150 г, N=100 ведер. 

,l)rr(S 1бок +π=   

,rS 2
1осн π= =⋅⋅π++π= 2]1030)1510([S 2

полн  
= π⋅=+π=π+⋅⋅π 2850]100750[2]1003025[2 π=1700 см2; 

1 м – 100 см, 1 м2 – 104 см2, хм2 – 1700π см2, 

π=
⋅
π

= 17,0
100100

1700x  м2. 

π17,0=S  м2; π17100 =S м2. 
Расход краски составит: π=π⋅ 55,21715,0  кг≈8,012 кг. 
573. Через три точки проходит единственная плоскость, то 

есть через точки А, В и О. Сечение — это окружность, 
проходящая через центр сферы. 
а) Проведем радиусы ОА и ОВ. ∆АОВ — равнобед-

ренный, ОМ — медиана. Тогда, ОМ также и высота, то 
есть ОМ ⊥ АВ. 
б) Если ОМ ⊥ АВ, то ∆ОМА=∆ОМВ. (ОМ — общий 

катет, ОА=ОВ=R). тогда, МА=МВ, точка М — середина АВ. 
574. Проведем секущую плоскость через точки А, В и 

О. Сечение серы этой плоскостью будет окружностью 
радиуса R с центром в точке О. ОМ — медиана в 
равнобедренном ∆АОВ, поэтому ОМ⊥АВ. 
а) R=50 см, АВ=40 см. 

20AB
2
1AM ==  см. 

Из ∆АОМ: =−= 22 AMOAOM =−=− 2222 2050AMR  
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==−= 21004002500 2110  см; 
б) R=15 мм, АВ=18 мм. 

12144915)AB
2
1(ROM 2222 ==−=−=  мм; 

в) R=10 дм, ОМ=60 см, найти АВ. ОМ=60 см=6 дм. 

864610OMOAAM 2222 ==−=−=  дм, 162 == AMAB  дм; 
г) R=а, ОМ=b. 

.baOMROMOAAM 222222 −=−=−=  

575. Проведем плоскость через точки А, В и точку О 
— центр сферы. В сечении получим окружность радиуса 
R, проходящая через центр сферы. В равнобедренном 
∆ОАВ проведем ОМ⊥АВ. ОМ — высота в равно-
бедренном треугольнике, таким образом, ОМ — меди-

ана, .mMBMA
2

==  ОМ — искомое расстояние. 

.mRmRMAOAOM
2

4
4

222
222 −

=−=−=  

576. а) ),;;(A 742 −  .R 3=  
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−−−+− имеем: 

;)z()y()x( 9742 222 =−−++−  

б) ),;;(A 000  ,R 2=  ;zyx 2222 =++  аналогично (a) 

в) ),;;(A 002  ,4=R  162 222 =++− zy)x( , аналогично (a). 
577. а) ),;;(A 022−  ).;;(N 105 −  
Уравнение сферы с центром в точке );;( ooo zyxC имеет вид: 

2222 R)zz()yy()xx( ooo =−−−+− . 

В нашем случае оно имеет вид: .Rz)y()x( 2222 22 =+−++  
Т.к. точка N лежит на сфере, то ее координаты удовлетворяют данному 

уравнению: 
,R)()()( 2222 12025 =−+−++  ,R 21449 =++  ,R 542 =  

поэтому уравнение сферы имеет вид: ;z)y()x( 5422 222 =+−++  

а) ),;;(A 022−  ).;;(N 000  2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+−  

.)2()2( 2222 Rzyx =+−++  

,0)20()20( 2222 R=+−++  ,44 2R=+  .82 =R  

Уравнение имеет вид: 822 222 =+−++ z)y()x( ; 
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б) ),;;(A 022−  ).;;(N 135  

,R)z()y()x( 2222 000 =−+−+−  ,Rzyx 2222 =++   

,R 2222 135 =++  ,351925 =++  .R 352 =  

Уравнение имеет вид: .35222 =++ zyx  

578. а) .zyx 49222 =++  
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+− , где R — радиус сферы, )z;y;x( ooo  

— координаты точки С, центра сферы. В нашем случае 
;xxx o =− ;yyy o =−  ,zzz o =− поэтому ;xo 0=  ;yo 0=  ,zo 0=   

а .R 749 == Координаты центра (0;0;0), радиус: 7. 

б) .z)yy()xx( oo 2222 =+−+−  
2222 R)zz()yy()xx( ooo =−+−+− , ,xxx o−=− 3  ;3=ox  

,yyy o−=+ 2  ;2−=oy  ,zzz o =−  ;0=oz  ,R 22 =  .R 2=  

Координаты центра: (3;–2;0), радиус: .2  

579. а) ,zyxx 04 222 =++−  

,zy)xx(xzyx 044444 222222 =−+++−=−−++  

−=++− 2222 22 zy)x( уравнение сферы. 
Координаты центра (2; 0; 0), радиус: 2; 
б) ,yzyx 242222 =−++  ,z)yy(x 24112 222 =+−+−+  

.z)y(x 222 5251 ==+−+  
Координаты центра (0; 1; 0), радиус: 5; 
в) ,zyxx 32 222 =+++  ,zy)xx( 3112 222 =++−++  

222 241 ==+++ zy)x(  — уравнение сферы с центром (01; 0; 0), радиус: 2; 

г) ,,zzyyxx 5223 222 =−+++−  

,,)zz()yy()xx( 52112
4
9

4
9

2
32

4
1

4
1

2
12 222 =−+−+−+⋅−+−+⋅−  

=++=+++=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 1

4
10521

4
9

4
1521

2
3

2
1 2

22
,,)z(yx  

= ,)(,, 2661515252 ==+=++  

22
22

61
2
3

2
1 )()z(yx =−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  — уравнение сферы; в точке с ко-

ординатами ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 1;

2
3;

2
1  расположен ее центр, радиус равен .6  
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580. Сечение шара плоскостью — это круг. ОВ ⊥ плоскости сечения, 
ОВ=9 дм, ОА=R. 
Из прямоугольного треугольника ОВА: 

=−=−= 2222 OBROBOAAB  

401600811681941 22 ==−=−=  дм. 
Площадь круга в сечении: 

π=⋅π=π= 16004022)AB(S  дм2. 
581. Плоскость треугольника АВС пересекает сферу 

с центром в точке О по окружности, которая описана 
около ∆АВС. Из точки О проведем ОК 
перпендикулярно плоскости АВС, ОК — искомое 
расстояние, точка К — центр описанной около ∆АВС 
окружности. Соединим точку К с одной из вершин 
∆АВС, например, с А, проведем радиус в точку А. 
∆ОКА — прямоугольный, тогда по теореме Пифагора: 

.AKKAOAOK 2222 13 −=−=  
Найдем длину АК. 

,
S

CACBABAK
ABC∆⋅
⋅⋅

=
4

,)CAp)(ACp)(ABp(pS ABC −−−=∆  

,p 12
2

1086
=

++
= 242262462624612 =⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=S см2, 

5
424

52224
244
1086

=
⋅
⋅⋅⋅

=
⋅
⋅⋅

=AK см, 1214425169513 22 ==−=−=OK см. 

582. Плоскость прямоугольника пересекает сферу по окружности, которая 
будет описанной около прямоугольника ABCD. Центр окружности находится в 
точке пересечения диагоналей прямоугольника. Пусть О — центр сферы, сле-
довательно ОК ⊥ плоскости ABCD, ОК — искомое расстояние. 
Из прямоугольного ∆ОКА вычислим ОК: 

.AKRAKOAOK 2222 −=−=  

8
2

16
==AK см, 664100810 22 =−=−=OK см. 

583. Равнобедренный ∆PQR «положили» на сферу, 
он касается сферы в точках А, В, С. Проведем из 
центра сферы О перпендикуляр ОО1 на плоскость PQR. 
О1А ⊥ PR, O1B ⊥PQ, O1C ⊥ RQ. (По теореме о трех 

перпендикулярах О1А, О1В, О1С перпендикулярны к 
сторонам треугольника PQR). 
∆ОО1А=∆ОО1В=∆ОО1С (прямоугольные, где О1О 

— общий катет, ОА=ОВ=ОС=R). 
Тогда: точка О1 — центр вписанной окружности. 
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Вычислим радиус вписанной окружности: 

,
p

S
r PQR∆=  16

2
121010

=
++

=p см. 

По формуле Герона: 4826446616 =⋅⋅=⋅⋅⋅=∆PQRS см2, 

3
16
48

==r см. 

По теореме Пифагора из ∆ ОО1В найдем ОО1: 

435 22222
1

2
1 =−=−=−= rRBOOBOO см. 

584. см.538, за иключением: вместо ∆PQR будет ∆АВС. Рассуждения по-
вторяются; точка О1 — центр вписанной в ∆АВС окружности. Пусть ее ра-
диус равен r. 

,
p

S
r ABC∆= 21

2
42

2
151413

==
++

=p см. 

По формуле Герона: =⋅⋅⋅=−−−= 67821151413 )p)(p)(p(pS  

= 8422373272437 =⋅⋅⋅=⋅⋅⋅⋅⋅⋅ см2. 

4
21
84

1 === FOr см. 

Из прямоугольного ∆ОО1F по теореме Пифагора: 

392222
1 ==−=−= rRrROO см. 

585. Из центра сферы — О, опустим перпенди-
куляр ОО1 к плоскости ABCD. Проведем O1L ⊥ DC, 
O1M ⊥ BC, O1N ⊥ AB, O1K ⊥ AD. (По теореме о трех 
перпендикулярах OL, OM, ON, OK перпендикуляр-ны 
к соответствующим сторонам ромба). ∆OO1L= 
=∆OO1K=∆OO1N=∆OO1M (прямоугольные, О1О — 
общий катет, ОК=OL=ON=OM=R). Тогда, O1K=O1L= 
=O1N=O1M, точка О1 равноудалена от сторон ромба, 
таким образом О1 — центр вписанной в ромб окруж-
ности. Пусть ее радиус равен r. Тогда из ∆OO1L: 

.rrRLOOLOO 2222
1

2
1 100−=−=−=  

Вычислим r. BD=15 см, АС=20 см. 

=+= 2
1

2
1 DOCOCD  =+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 22

22

2
1

2
1

2
1 BDACBDAC  

2
25

2
625400225

2
1

==+= (см). 

.rLOCDS CDO ⋅⋅=⋅=∆ 2
25

2
1

2
1

11
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С другой стороны .BDACSS ABCDCDO 1520
8
1

2
1

4
1

4
1

1
⋅⋅=⋅⋅⋅==∆  

Запишем уравнение: 

1520
2
1

2
25

2
1

⋅⋅=⋅⋅ r , 6
252

3545
252
1520

=
⋅

⋅⋅⋅
=

⋅
⋅

=R см, 

864361006100 2
1 ==−=−=OO см. 

586. Запишем уравнение: 
,dRyx 2222 −=+  

где R — радиус сферы, d — расстояние от ее центра до плоскости α. 
а) R=6 дм, d=ОН=60 см=6 дм. ОН — высота тетраэдра, тогда,  

ОН ⊥ плоскости АВС и ОН=d. 
R=d. Сфера и плоскость имеют одну общую точку, т.е. касаются. 
б) R=3 м, ОН=d=95 см=0,95 м. ,dR >  .dR 022 >−  

2222 dRyx −=+  — это уравнение окружности на плоскости АВС. Зна-
чит, сфера и плоскость основания тетраэдра пересекаются по окружности. 
в) R=5 дм, d=OH=45 см=4,5 дм. 

,dR >  .dR 022 >−  
Как и в б) — сфера и плоскость пересекаются. 
г) R=3,5 дм, ОН=d=4 дм. ,dR <  .dR 022 <−  

2222 dRyx −=+ не имеет решений, т.е. плоскость АВС и сфера не 
имеют общих точек. 

587. Если R > d, то секущая плоскость и сфера пересекаются по окружно-

сти радиуса 22 dRr −= . В сечении будет окружность, площадь которой 

)dR(rS 222 −π=π=  (круг, соответствующий окружности r). 
а) R=12 cм, d=8 см. R > d, секущая плоскость и сфера пересекаются. 

,dRr 222 −=  ,r 8064144812 222 =−=−=  π=π= 8080S  см2. 

б) S=12 см2, d=2 см. ;dRS 22 π−π=  ,dSR 22 π+=π  

,SdSdR
π

+=
π
+π

= 2
2

 
π

+=
124R см. 

588. .RNOOO
211 ==  Пусть .rBOAO == 11  

Тогда из прямоугольного :1AOO∆  

а) 
2

3
4

2
22

1
2 RRROORr =−=−= . 

б) Площадь боковой поверхности прямого кругового 
конуса вычислим по формуле: 
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,rlSбок π=  .ROAl == , .RRRrRSбок 2
3

2
3 2π

=⋅⋅π=π=  

589. Опустим перпендикуляр ОО1 к плоскости 
сечения, соединим точку О1 с точками В и С (точка С 
получается в результате продолжения отрезка ВО1 до 
пересечения со сферой). 
∆СОВ — равнобедренный, в нем ОО1 ⊥ СВ, тогда, 

ОО1 тоже является медианой, СО1=О1В. 
Точка О1 равноудалена от точек С и В, лежащих на 

окружности, по которой сечение пересекает сферу. Точка О1 — центр ок-
ружности, .OBO1 α=∠ Пусть rBO1 = , тогда 

а) 2=R см, .o30=α  

Из :BOO1∆  ,rL;RcosRrBO π==== 2
2

3301
o  π=π=

π
= 323

2
32 RRL см. 

б) 5=R м, .o45=α  ;RcosRr
2

245 == o  

π=π=⋅π=π= 252
2

222 RRrL  м. 

590. С — точка, касания плоскости α со сферой; 
плос-кость с — касательная к сфере; β образует с α 
угол ϕ; β пересекается с шаром по окружности, диа-
метр которой СВ. 
Построим ОО1 ⊥ СВ, соединим точку О с точками С 

и В. BOOCOO 11 ∆=∆ (прямоугольные, ОО1 — общий 

катет, ).ROBOC ==  Тогда, ,11 BOCO = точка 1O  — центр окружности, 
по которой плоскость β пересекает шар. 
Построим сечение шара плоскостью СОВ. 
ϕ — угол между плоскостями α и β. 

,OCB ϕ−=∠ o90 поскольку BOC∆  — равнобедрен-

ный, то .OBO ϕ−=∠ o901  

Из :1BOO∆  .sinR)cos(RrBO ϕ=ϕ−== o901  

Площадь сечения шара ,rS 2π=  .sinR)sinR(S ϕπ=ϕπ= 222  
591. Построим сечение плоскостью, проходя-

щей через центр шара, (точку О), и перпендику-
лярной ребру двугранного угла .MN  Тогда 
построенная плоскость перпендикулярна α и β. 
Проведем ОВ перпендикулярно к плоскости α и 
ОА перпендикулярно к плоскости β. 

.ROAOB ==  
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ОА ⊥ β, АС ⊥ MN  (по построению). 
ОС⊥MN — по теореме о трех перпендикулярах. 
ОС — расстояние от центра сферы до ребра MN , 

ОС=а. ∆ОВС=∆ОАС (ОВ=ОА=R, ОС — общая), 
тогда ОС — биссектриса угла ∠АСВ, ∠АСВ= ,120o  

тогда, ∠ОСА= .60o  Из ∆ОСА имеем: .asinaROA
2

360 === o  

AB — расстояние между точками касания. 
∆АОВ — равнобедренный, ∠ОСА= ,60o тогда, ∠ОВА=∠ОАВ= ,60o  

∆АОВ — равносторонний, АВ=ОА= .a
2

3  

592. α — касательная плоскость к сфере, 
,P α∈  КР=15 см, ОК=ОА=R=112 см. Дока-

жем, что точка OPA∈ будет ближайшей 
точкой к точке Р. 
Выберем произвольную точку N на 

сфере. Проведем отрезки NO и NP. По 
свойству сторон треугольника: 

,OPNPON >+  ,APOAOP +=  ,APRNPR +>+  .APNP >  
Итак, ,NPAP < а далее так как точка N выбрана произвольно, то утвер-

ждение доказано. Из прямоугольного ∆ОКР имеем: 

=+=+=+=+= 225125441511215 222222 RKPOKOP  

= 11312769 =  см, 1112113 =−=−= ROPAP  см. 

593. .RS 24π=  

а) π=⋅π=⋅π= 14436464 2S  см2; 

б) π=⋅π= 1624 2S  см2; 

в) π=⋅π= 824 2)(S  м2; 

г) π=⋅π=⋅π= 48124324 2)(S  см2. 

594. ,RSсеч
29 π==  

π
=

92R  м2; 36944 2 =
π
⋅π=π= RS  м2. 

595. 324=S см2, ,RS 24π=  
π

=
π

=
π

=
981

4
324R  см. 

596. Первая сфера: .RS 2
11 4π=  Вторая сфера: .RS 2

22 4π=  

Множитель π4 одинаковый, тогда, 1S  пропорционально ,R 2
1  2S  про-

порционально 2
2R . 

Доказано. 
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597. ,RSсф
24π=  5=R м, π=⋅π= 10054 2

сфS  м2; 

,LS 2π=  L — радиус круга. ,L 1002 ⋅π=π  ,L 1002 =  10=L  см. 
598. Проведем диаметр сферы перпендикулярно к данным параллельным 

сечениям. Через диаметр проведем секущую плоскость. Она пересечет сфе-
ру по окружности, радиус которой равен радиусу сферы. 

91 == rND см, 122 == rMB см, 3=NM см, .ROBOD ==  
Из прямоугольного OBM∆  по теореме Пифагора 

.RROM 14412 222 −=−=  

Из :ODN∆  .RRON 819 222 −=−=  

,RRMONOMN 14481 22 −−−=−=  

,RR 314481 22 =−−−   

,RR 144381 22 −+=−  

;144R144R6981R 222 −+−+=−  ,R 541446 2 =−  ,R 91442 =−  

,R 811442 =−  15=R  см 

π=⋅π=π= 9001544 22RS см2. 
599. Рассмотрим сечение сферы плоскостью, 

проходящей через следующие три точки: 
1) общую точку двух сечений, из которой под углом 

90о выходят радиусы r1 и r2;  
2) конец радиуса r1; 
3) конец радиуса r2; 
Угол ∠ АСВ — вписанный, т.к. он равен 90о , то он опирается на диаметр 

сферы, то есть АВ=2R. 
;)r()r()R( 2

2
2

1
2 222 += ;rrR 2

2
2

1
2 224 += .rrR 2

2
2

1
2 +=  Площадь сфе-

ры ).rr(RS 2
2

2
1

2 44 +π=π=  
600. Цилиндр получен в результате вращения квадрата 

ABCD вокруг стороны АВ; АВ=а. 
;aSсф

24π=  ;aSосн
2π=  

;aaaABADSбок
2222 π=⋅⋅π=⋅⋅π=  

.aaaSSS бокоснполн
222 4222 π=π+π=+=  

Тогда: полнS .Sсфцикл=  Доказано. 
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Вопросы к главе VI 

1. 90 o . 
2. Сечение — прямоугольник. 
3. АВ и CD лежат в параллельных плоскостях. 

,(ABρ  ,) HCD = Н — высота цилиндра. 
 
4. Первая деталь Вторая деталь 

,l2  l  — высота (образующая),  

,r
2

 r  — радиус основания, 

,llrSбок π=⋅⋅π= 22
2

2  ,rlSбок π= 2  

,rrSосн 42

22
π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π=  ,rSосн

2π=  

2 .rSосн 2

2π
=  .rSосн

222 π=  

Боковые поверхности равны, но площадь двух оснований второй детали 
больше площади двух оснований первой детали. 

5. 
 
 
 
а) да; б) да.  
6. 
Равнобедренный треугольник. 
7. 
Да. 
8. 5=R см, 20522 === RD см. 
Вычислим гипотенузу прямоугольного треугольника: 

24816224 22 =+=+= )(C см. 

,DC >  т.к. .2024 >  
Гипотенуза не помещается внутри сферы, 

тогда, хотя бы одна вершина лежит вне 
сферы. 

9. Одна сфера всегда будет внутри другой, 
поэтому общую касательную плоскость 
провести невозможно. 

10. Это сфера, у которой данный отрезок является диаметром. 
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Дополнительные задачи 
601. ABCD — осевое сечение цилиндра; ОА=r; точка Р — 

середина радиуса ОА; плоскость MNKL ⊥ OA. 
Осевое сечение ABCD и сечение MNKL являются прямо-

угольниками. Пусть образующая цилиндра LM= l , следо-
вательно, == ABCDSS .rlLMAD 2=⋅  
Выразим длину отрезка MN. 

,rOMON ==  .rOP
2

=  

Из прямоугольного треугольника ONP найдем: 

.rrrrrPN
2

3
42

2
2

2
2 =−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=  

∆OPN=∆OPM, следовательно, NP=PM, 

.rrPNNM 3
2

322 =⋅==  

.rllrLMMNSMNKL 33 ==⋅=  

Итак, ,rlS 2=  отсюда .Srl
2

=  Поэтому .SSMNKL 3
2

=  

602. ABCD — прямоугольник. 
Через центры оснований проведем диаметры, перпен-

дикулярные к сторонам АВ и DC. О1М ⊥ АВ, ON ⊥ DC. 
Из планиметрии известно, что диаметр, перпенди-

кулярный к хорде, делит хорду пополам, следовательно, 
точка N и точка М — середины DC и АВ соответ-
ственно. Отрезок MN параллелен сторонам AD и ВС, 

o60=∠MNO  — угол между прямой ВС (или ей парал-
лельной MN) и плоскостью основания. 
Пусть R — радиус основания цилиндра. 

DC=АВ=х; .хDN
2

=  Из ∆DNO получим:  

.хRON
4

2
2 −=  

Из прямоугольного треугольника LON: 

,360 == otg
ON
LO

.хROL
4

3
2

2 −⋅=  

Рассмотрим плоскость верхнего основания 

;хRBMBOMO
2

222
11 2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=  следовательно, .ONMO =1  
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Значит ∆O1LM=∆OLN, отсюда OL=O1L. 
O1L+LO=O1O=х (высота цилиндра равна его образующей). 

,ххR =−⋅
4

32
2

2  ,х)хR( 2
2

2
4

34 =−⋅  ,ххR 222 312 =−  ,хR 22 412 =  

,хR
3

2
2 =  .ххR

3
3

3
==  

603. Возьмем систему координат, как показано 
на рисунке. Ось ординат при этом перпенди-
кулярна плоскости α, по оси аппликат 
направлена ось цилиндра. Будем приближать 
плоскость α к оси Оz параллельно плоскости Oxz. 
Когда расстояние станет равно R, то допустим, 
что через точку А можно провести две прямые, 
параллельные оси Oz (или, что то же самое, перпендикулярные плоскости 
Oxy). Но по теореме п. 4 через точку А может проходить только одна пря-
мая, параллельная оси цилиндра. Следовательно, на поверхности цилиндра 
найдется только одна прямая, лежащая в плоскости α и параллельная оси 
цилиндра, она и есть образующая цилиндра. 

604. Если вращать прямоугольник ABCD вокруг 
стороны АВ, получим цилиндр, у которого r=b, l=a.  

.SbabSполн 1
222 =π+π=  

При вращении вокруг стороны AD получим цилиндр, у которого r=a, l=b. 
,abrlSбок π=π= 22  ,aSосн

2π=  

,aSосн
222 π=  .SaabSполн 2

222 =π+π=  
Согласно условию получили систему уравнений: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=π+π

=π+π

;Saab

,Sbab

2
2

1
2

22

22
 
⎩
⎨
⎧

=+π
=+π

.S)ab(a
,S)ba(b

2

1
2
2

 

.
2

1

S
S

a
b
=  Подставим в первое уравнение системы: 

,S
S
Sa

S
Saa 1

2

12
2
2

2
1 22 =⋅⋅π+⋅⋅⋅π  ;S)

S

S
S
S(a 12

2

2

12

2

12 =+⋅π  

,
)SS(

S
)SS(S

SSSa

S

SSS 12

2
2

121

2
1

2
2

2
121

12
22

2

2

+π
=

+⋅π
=

⋅π

=
+

 

.
)SS(

S

S

S

)SS(
S

S

S
ab

21

2
1

2

2

21

2
2

2

2
22

22
2

1

2

1

+π
=⋅

+π
=⋅=  
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Диагональ BD вычислим из ∆ABD. 

;
)SS(

SS
)SS(

S
)SS(

SbaBD
21

2
1

2
2

21

2
1

21

2
222

222 +π
+

=
+π

+
+π

=+=  .ACBD =  

605. а) ABCD — квадрат, сторона которого равна а. 

Следовательно, радиус основания ,ar
2

=  высота цилиндра 

равна а. 

,aaaSбок
2

2
2 π=⋅⋅π=  ,arSосн 4

2
2 π=π=  

,aSосн 2
2

2
π=  ,aaaSполн 2

3
2

22
2 π

=π+π=  

.
a

a

S
S

бок

полн
2
3

2

2
2
3

=
π

π
=  

б) Пусть АВ=а, следовательно, AD=2а. Рассмотрим два 
случая. 

Первый: ,hAD =  ,2rAB =  следовательно .
2
ar =  

,aaaSбок
222

2
2 π=⋅⋅π=  ,arSосн 4

2
2 π=π=  ,aSосн 2

2
2π

=  

,aaaSSS оснбокполн
2

2
2

2
5

2
22 π⋅=

π
+π=+=  .

a

a

S
S

бок

полн
4
5

2 2

2
2
5

=
π

π
=  

Второй: .ADAB =2  ,hAB =  ,rAD 2=  .ar =  

,aaarhSбок
2222 π=⋅⋅π=π=  ,arSосн

22 ⋅π=π=   

,aSосн
222 ⋅π=  =π+π=+= 22 222 aaSSS осноснполн

24 aπ  

.
a
a

S
S

бок

полн 2
2
4

2

2
=

π

π
=  

606. ABCD — прямоугольник, ,hAB =  .rAD 2=  Примем ,хAD =  сле-

довательно .хr
2

=  

.хhhхrhSбок π=π=π=
2

22  

Площадь описанного около осевого сечения круга равна 

.AC)AC(AO 222
42

1
⋅

π
=π=⋅π  
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Из ∆ACD найдем: .хhAC 222 +=  Площадь круга ).хh(Sкр
22

4
+

π
=  

По условию крбок SS = , или ).хh(хh 22
4

+
π

=π  

Требуется найти отношение .
h
x

h
r

2
=  

,хhхh 224 +=  ,
h
х

h
h

h
хh

2

2

2

2

2
4

+=  .
h
х

h
х 014

2
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Обозначим ,
h
xt =  следовательно ,tt 0142 =+− ,t , 3214221 ±=−±=  

0>t  — по смыслу задачи, оба корня уравнения удовлетворяют этому ус-

ловию. Искомое отношение: .
t

h
x ,

2
32

22
21 ±
==  

607. ABCD — осевое сечение; это — прямоугольник. 
Примем ,hAB =  .RAD 2=  

;RhSбок π= 2  периметр равен ).hR( +22  
Из условий ),Rh(p 222 +=  ,Rhp 2+=  .Rph 2−=  

.RpR)Rp(RSбок
24222 π−π=−π=  

Примем RpR)R(f π+π−= 24 2 ; .R 0>  
Найдем ее наибольшее значение. Это экстремум функции )R(f . 
f1(R) = –8 π R+2 π p = 0 R=p/4 

.pppppp)p(f
416

4
16

8
16
4

4
2

4
4

4

222222 π
=

π
=

π
+

π−
=π+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛π−=  

Наибольшая площадь боковой поверхности достигается при радиусе ос-

нования цилиндра .
p

R
4

=  .
pp

pRph
24

22 =−=−=  

608. Если внутренний радиус равен 5 см, то 
внутренний диаметр D=10 см. Следовательно, внешний 
диаметр, учитывая толщину стенок, равен 

122 =+D (cм). 

π=π= 36
4

122

оснS (см2) ( =кругаS ,d
4

2
π  где d — 

диаметр круга). 
Высота стакана 16 см, поэтому 

π=⋅⋅π= 19216
2

122бокS (см2). 

Итак, площадь внешней поверхности стакана 
π=π+π=+= 22836192оснбоквнеш SSS (см2). 
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Вычислим полную площадь внутренней поверхности. 
2552 =⋅π=бокS (см2). Высота внутренней части 16 – 1=15 (см). 

π=⋅⋅π= 1501552бокS (см2). π=+= 175бокоснполн SSS (см2). 

Вычислим площадь кольца. π=−π=−π= 11253656 22 )()(Sк (см2). 
Площадь полной поверхности стакана равна π=π+π+π 41411175228 (см2). 
609. Найдем длину дуги CBA. Если примем за R 

радиус окружности, то это будет четверть длины круга, 

т.е. (2 π R)/4 или 
2
Rπ . Но с другой стороны, когда уже 

сложен конус дуга CBA становится окружностью, 
основанием конуса. Тогда, учитывая, что r — это радиус 
основания, мы получим, что длина ее будет 2 π r. Но это одна и та же дуга, 

следовательно, 2 π r = 
2
Rπ  или r = 

4
R , что и требовалось доказать, т.к. R — 

это также образующая этого конуса. 
610. Образующие конуса равны. Пусть DA=DB=DC=a. 
Прямоугольные треугольники DBС, DАB и DАС равны по двум катетам. 

АВ=АС=ВС= 222 ааа =+ . 

Найдем R по формуле 
o60

2
sin
а =2R 

(теорема синусов для ∆АВС) 

R=
3
2

2

2

2
3

aа
=

⋅

 , BF= a
3
2 2 . 

Примем ∠ BDF=α, тогда из теоремы косинусов для ∆BDF имеем: 
2

3
2 2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
a =а2+а2 – 2 ⋅ а ⋅ а ⋅ cos α, 4 ⋅ 

3
2 =1+1 – 2 cos α, 

3
2 =– 2 cos α, cos α=– 

3
1  

611. Пусть r — радиус основания конуса, h — 
высота конуса, тогда по условию S1=πr2 и S0=πrl, l — 
образующая конуса. 

l= ,rh 22 + S0=πr ,rh 22 +  
S1=πr2   S0

2=π2r2  (h2+r2)=π2r2h2+π2r4, 
S1

2=π2r4  S0
2=π2r2h2+S1

2 

r2h2= 2

2
1

2
0

π

− SS ,rh=
π

−
=

π

− 2
1

2
0

2

2
1

2
0 SSSS  — это и есть площадь осевого 

сечения. 
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α

612. Примем СО=h, ОВ = r, l= 22 rh +  

Sбок=πrl=πr 22 rh + ,Sполн=πr2+Sбок=πr2+πr  
22 rh + . По условию 

8
7

=
полн
бок

S
S , 

222

22

rhrr

rhr

+π+π

+π =
8
7 , 

8 22 rh + =7r+7 22 rh + , 22 rh + =7r, h2+r2=49r2 , h2=48r2, 
2

2

r
h =48 

r
h =tg α , 2

2

r
h =tg2 α l+tg2 α=

α2
1

cos
,  49=

α2
1

cos
, 

cos α=
7
1 , или cos α=– 

7
1 . Так как ∆АВС равнобедренный, то α — это 

острый угол, cos α > 0. α=arсcos
7
1 . 

613. Построим ОС ⊥ DB и отрезок РС. По 
теореме о трех перпендикулярах РС⊥ DB, 
РС — высота ∆ DPВ. 
Запишем теорему синусов для равнобедрен-

ного ∆ DРВ. 

oo 30sin
4

120sin
DB

= , sin 120°=sin 60° 

DB=
2
324

30
604

⋅=
o

o

sin
sin =4 3  (см), DC=

2
1 DB=2 3 (см)  OC= =− 22 DCDO  

21216 =−= (см) 

∠РСО=45°. Из ∆РОС: РС=
o45cos

ОС
=2 2 (см). 

S∆DBF=
2
1  ⋅ DB ⋅ PC=

2
1  ⋅ 4 3  ⋅ 2 2 =4 6  (см2) 

614. По формуле 
l

o r360 ⋅
=α  

o

o

ol 360
270

360
r

=
α

= =
4
3  . 

Из прямоугольного треугольника РОВ: 

α= sinr
l

, sin α=
4
3 , α=arcsin 

4
3  (так как α — острый угол). 

615. Если вращать ∆ АВD вокруг гипотенузы получим 
два конуса с общим основанием. 
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Sбок=πrl, Из ∆ АВD: DA: 22 bа + , 

sin α=
22 ba

b

+
, 

22 ba

ab

+
, 

Боковая поверхность конуса с 

образующей а: Sбок= a
ba

ab
22
⋅

+
⋅π  

Боковая поверхность конуса с образующей b: Sбок= b
ba

ab
22
⋅

+
⋅π  

Поверхность тела имеет площадь: 
2222

2

22

2

ba

)ba(ab

ba

ab

ba

ba

+

+π
=

+

π
+

+

π  

616. При вращении трапеции АВD вокруг 
стороны АD получится тело вращения, состо-
ящее из трех частей: центральной — прямого 
кругового цилиндра с радиусом ВМ и высотой 
ВС и двух одинаковых конусов (трапеция рав-
нобедренная по условию). 

AM=ND=
2

610 − =2 (см). 

AB= 422
60cos

AM
=⋅=

o
(cм) 

ВМ= 321224 22 ==−  (см). 
Найдем боковую поверхность цилиндра: 
Sбок=2πrl=2π · BM · BC=2π · 2 π=⋅ 32463  (см2). 
Боковая поверхность одного конуса: 
Sбок=πrl=π · BM · АВ=π 2 π=⋅ 3843  (см2). 
Боковая поверхность всего тела вращения: 
S= π324 +2 · π38 = π324 + π316 = π340  (см2). 
617. а). Построим ОК ⊥ ВС, отрезок DK. По теоре-

ме о трех перпендикулярах DK⊥ВС. В правильном 
∆АВС, ОК — радиус вписанной в ∆АВС окруж-
ности. Примем ОК=r. 

r=
P

S ABC∆ , где р — полупериметр ∆ АВС. 

Из равенства 
o60sin

a =2R (теорема синусов для 

∆АВС) найдем а — сторону ∆АВС 

a=2R sin 60˚=
2
332 ⋅⋅ = 33  (cм). 

A 

C 

D 

B 
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S∆АВС=
4

3а2
, p=

2
а3 ; r=

332
3а

4

3а

2
а3

2

⋅
=

⋅
=

32
а  (cм). r=

32
33 =

2
3 (cм). 

Из прямоугольного ∆DOK: DK=
2
73

4
916OKDO 22 =+=+ . 

S ∆BCD=
2
7333

2
1DKa

2
1DKBC

2
1

⋅⋅=⋅=⋅⋅ = 219
4
3  (см2). 

Sбок=3·S∆BCD= 219
4
9  (см2); S∆АВС=

4
327

4
3)33( 2
= ; 

Sполн=Sбок+S∆АВС=
4

327 + 219
4
9 =

4
327 +

4
7339 ⋅ =

4
39  · (3+ 73 ) (см2); 

б) Построим ОК ⊥ AD , отрезок РК. По теореме о 
трех перпендикулярах РК⊥AD. 
В квадрате диагональ ВD=2R, R — радиус 

описанной окружности около квадрата, ВD=2 · 3. 
Примем сторона квадрата равна а см, следовательно 

a 2 =ВD, a 2 =6, a=
2

6 =3 2 (см); 

OK=
2
а =

2
3 2 . 

Из прямоугольного ∆РОК: 

РК= 22 ОКРО + = 2
4
916 ⋅+ =

2
916 + =

2
932 + =

2
41  

S∆APD=
2
1  · AD · PK=

22
4123 ⋅ = 41

2
3  (см2); 

Sбок=4·S∆APD=
2
4134 ⋅ = 416 (см2); (боковые грани являются равнобед-

ренными треугольниками); 

S∆AВСD=а2= ( )223 =18 (см2); 

Sполн=Sбок+S∆AВСD= )341(6 +  (см2); 
в) РО — высота конуса. Построим  ОК ⊥ А1А6, 

отрезок РК. По теореме о трех перпендикулярах 
РК ⊥ А1А6, 
А1А2…А6 — правильный 6 — угольник. Сторона 

правильного 6-тиугольника равна радиусу описан-
ной окружности. 
а6=R, A1 А6=а6=3 (см) 
ОК — радиус вписанной в правильный 6-угольник окружности. 
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По теореме из планиметрии, ОК=r=
2

33
2

3а
=  (см) 

Из прямоугольного ∆РОК: 

РК= 22 ОКРО + = 2
4
916 ⋅+ =

4
2764 + =

4
91 =

2
91 (см) 

S ∆A1PА6=
2
1  · A1 А6 · PK=

2
1  · 3 

2
91 = 91

4
3 (см2); 

Все боковые грани — равные равнобедренные треугольники, поэтому 

Sбок=6 · S∆ A1PА6=
4
9136 ⋅ =

2
919 ⋅  (см2); Sосн=6 · S ∆A1ОА6 ; 

A1ОА6  — равносторонний, поэтому 

S ∆A1ОА6=
2

39
4

3а2
= (см2); Sполн= ( )3691

2
9

+  (см2) 

618.  Sбок=π (r+r1) l , где r=
2
1  AD=20 (см), 

l=АВ, r1= 2
1  ВС=ВМ. 

По теореме из планиметрии известно, что если 
в равнобедренной трапеции диагонали взаимно 
перпендикулярны, то высота трапеции равна 
средней линии. 

S ABCD=36= MN
2

ADBC
⋅

+  

Но 
2

ADBC + =средней линии=MN , где MN — высота трапеции. Следова-

тельно, 36=(MN)2 , MN — высота трапеции. 6 (дм)=60 (см) 

60=
2

ADBC + , 60=
2

40r2 1 +  120=2r1+40. 

2r1=80 , r1=40 (см) ВС=2 · 40=80 (см) 
Изменим рисунок. 
Построим АЕ ⊥ ВС. 
ВЕ=40 – 20=20 (см), АЕ=MN=60 (см) 
Из прямоугольного ∆ АВЕ 

BA= 22 АЕВЕ + = 22 6020 + = 4000 =20 10  (см) 

Sбок=π (40+20) · 20 10 =1200 π10  (см2) 
Площадь верхнего основания равна: π r1

2=π 402=1600 π (см2)=16 π (дм2), а 
площадь нижнего основания равна π 202=400 π (см2)=4 π (дм2).  

Sполн=12 10 +16 π+4 π=12 10 +20 π (дм)2 . 
619. Докажите, что: а) центр сферы является центром симметрии сферы; 

б) любая прямая, проходящая через центр сферы, является осью симметрии 



 90 

сферы; в) любая плоскость, проходящая через центр сферы, является плос-
костью симметрии сферы. 
а) Проведем произвольную прямую через центр сферы. Прямая пересечет 

сферу в точках А и В. Отрезок AB будет диаметром, ½ AB — радиус сферы. 
Расстояние от каждой из точек до центра сферы равно, значит, центр сферы 
будет центром симметрии двух данных точек. Т.к. прямая проводилась 
произвольно, то утверждение справедливо для любых двух точек, являю-
щихся концами диаметра сферы. 
б) Построим произвольную прямую а, которая проходит через центр сфе-

ры О. Докажем, что она является осью симметрии. Возьмем произвольную 
точку А на сфере. Построим точку симметричную ей относительно О. Для 
этого проведем АК ⊥ а и продолжим за точку R на расстояние АК. Получим 
точку А1. (по 2-м катетам) ОА, ОА=R. Но сфера — геометрическое место 
точек удаленное от т. О на расстояние R. Значит А1 лежит на сфере. 
Значит, при симметрии произвольная точка сферы переходит в точку 

этой же сферы. Тогда прямая а — любая прямая, проходящая через центр 
сферы, является осью симметрии сферы. 
в) Возьмем произвольную плоскость α , которая проходит через центр 

сферы. Докажем, что для любой точки А симметричная ей относительно α 
точка А, также лежит на сфере. 
Действительно, при построении симметричной точки мы проведем отре-

зок АК α (К α) и продолжаем его за точку К так, чтобы АК=КА1. ∆АКО= 
=∆А1 КО (ОК=ОК, АК=А1К — по двум катетам). ∆А1О=АО < R, т.е. А1, 
удалена от точки О на расстояние R. Следовательно, что А1, лежит на сфе-
ре. Следовательно, для любой точки А симметричная ей точка также лежит 
на сфере, а значит α — плоскость симметрии. 

620. а) Вычислим длину гипотенузы прямоугольного треугольника: 

3976,524,34,28,1 22 ==+=+  (см) 
Диаметр сферы равен 2 · 1,5=3 (см). 
Вывод: диаметр сферы равен длине гипотенузы, следовательно, центр сфе-

ры находится на середине гипотенузы, и лежит в плоскости треугольника. 
б) Плоскость ∆ АВС пересекает сферу по окружности. 

Центр окружности, описанной около прямоугольного 
треугольника, лежит на середине гипотенузы. Проведем 
из точки О отрезок ОК ┴ плоскости ∆ АВС, отрезки КА, 
КВ, КС. Равные наклонные (радиусы ОА, ОВ, ОС) 
имеют равные проекции на плоскость АВС, тогда, 
КА=КВ=КС, точка К равноудалена от вершин ∆АВС, 
значит, она — центр описанной окружности. Таким образом, точка К — се-
редина гипотенузы АС, ОК — искомое расстояние. 
АС=3 см, АК=1,5 см. Из ∆ АВС по теореме Пифагора 

ОК= 1024025,225,425,15,6АКОА 2222 ==−=−=−  
621. Очевидно, что из точки О всегда можно провести прямую (отрезок), 

перпендикулярную l. Введем систему координат, как показано на рисунке. 
Уравнение окружности: х2+у2=R2 
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Уравнение прямой l : x=d 
Исследуем систему : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

dx
Rух 222

у2=R2 – d2=(R+d) (R – d) , 

y= )dR)(dR( −+±  (R+d > 0 всегда). 
а) Если R – d > 0, R=d и у=0 — касание в точке 

(d, 0) c окружностью, а значит, со сферой. 
б) Если R – d < 0, то решений нет, значит, l не 

пересекается с окружностью; l не пересекается со 
сферой. 

622. Найдите координаты точки пересечения 
сферы, заданной уравнением (х – 3)2+у2+(z+5)2=25, с осями координат. 
Если точка пересечения на оси абсцисс, ее координаты имеют вид (х; 0; 0). 

Вычислим х. 
(х – 3)2+02+52=25; (х – 3)2=0, х=3. Координаты точки (3; 0; 0). 
Если точка пересечения на оси ординат, то ее координаты имеют вид 

(0; у; 0). Вычислим у. 
(0 – 3) 2+у2+(0+5)2=25. 9+у2+25=25, у2+9=0, уравнение не имеет решений, 

значит, сфера не имеет общих точек с осью ординат. 
Если есть точка пересечения с осью аппликат, то эта точка имеет коорди-

наты (0; 0; z). 
(0 – 3) 2+02+(z+5)2=25, (z+5)2=25 – 9=16, z+5=4, или z+5=– 4, 
z1=– 1, или z2=– 9. Сфера пересекает эту ось в двух точках с координатами 
(0; 0; – 1) и (0; 0; – 9). 
623. Найдите радиус сечения сферы х2+у2+z2=36 плоскостью, проходящей 

через точку М (2; 4; 5) и перпендикулярной к оси абсцисс. 
Т.к. плоскость проходит через точку М (2; 4; 5) перпендикулярно оси 

абсцисс, то все точки этой плоскости имеют координаты вида (2; у; z), если 
они удовлетворяют уравнению х2+у2+z2=36, то будут лежать на сфере. 

22+у2+z2=36, у2+z2=32. В плоскости, перпендикулярной оси абсцисс, это 
уравнение окружности с радиусом r= 2432 = . Следовательно, плоскость 

пересекает сферу по окружности с радиусом 24 . 
624. Через точку пересечения диагоналей прямоугольника АВСD проведем 

прямую l, l перпендикулярна плоскости АВСD. Все точки на прямой l равно-
удалены от вершин А, В, С, D. (Если наклонные, проведенные из одной точ-
ки, имеют равные проекции, то сами нак-
лонные равны РА=РВ=РС=РD, P ∈ l.) 
Построим отрезок ОК⊥АВ, через точку 

О1 проведем луч КО1 . АВ ⊥ плоскости 
РОК. Прямая АВ лежит в плоскости 
прямоугольника АВЕF АВ, значит плос-
кости РОК и АВЕF взаимно перпен-
дикулярны. Проведем через точку О1 пря-
мую m ⊥ плоскости АВЕF. 
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Если две плоскости перпендикулярны и к одной из них проведен перпен-
дикуляр, который имеет общую точку с другой плоскостью, то этот перпен-
дикуляр принадлежит в этой плоскости. 
Таким образом, m ⊂ плоскости РОК; m геометрическое место точек, рав-

ноудаленных от вершин прямоугольника АВЕF: QA=QB=QE=QF Q∈m. 
Прямые l и m пересекаются в точка S, которая равноудалена как от вершин 
прямоугольник АВСD, так и от вершин прямоугольника АВЕF. 
Докажем, что точка S равноудалена от вершин А, В, С, D и вершин Е, F. 

Проведем отрезки SA, SE, SB. 
∆SAO1=∆SOB (они прямоугольные, SO — общий катет, ОА=ОВ по свой-

ству диагоналей прямоугольника). 
Отсюда SA=SB. Значит, SA=SB=SE 
Доказано, что SA=SB=SE=SC=SD и SA=SB=SE=SF, следовательно, точка 

S равноудалена от всех вершин, значит, она является центром сферы, про-
ходящей через все данные вершины. 

625. Введем систему координат, согласно 
рисунку. 
Уравнение сферы с центром в точке О: 

x2+у2+z2=R2 . 
Уравнение сферы с центром в точке O1. x2+ 

+(у – d)2+z2=R2 . 
Решение системы: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−+

=++
2222

2222

Rz)dy(x

Rzух
 

дает ответ на вопрос задачи. 

x2+у2+z2– х2 – (у2 – 2dy+d2) – z2=0. 2dy – d2=0, d > 0, поэтому 2у=d, 
2
1  d=y. 

Согласно условию задачи d < 2R , тогда, 
2
d  < R, y < R. 

Значит, есть некоторая плоскость, которая перпендикулярна оси ординат 
(а значит, параллельная плоскости Охz) и пересекает сферу, а при пересече-
нии сферы плоскостью в сечении получим окружность. Утверждение а) до-
казано. 

Подставим значение у=
2
d  в уравнение сферы x2+

4
d2

+z2=R2 , 

x2+z2=
4

dR
2

2 − . 

Если d=1,6R, то x2+z2=R2 – 
4

R 56,2 2
=R2 (1 – 0,64)=0,36 R2 

Это уравнение окружности в плоскости, параллельной плоскости Охz, ее 

радиус r= 2R36,0 =0,6R. 
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626. a) Построим DK ⊥ плоскости АВС, проведем 
отрезки КВ, КС. (Чтобы не загромождать рисунок, 
показан только КА). 
∆DKА=∆DKВ=∆DKС (по катету и гипотенузе). 

Следовательно, КА=КВ=КС=r, r — радиус окружности, 
описанной около ∆АВС. Построим отрезок ОТ ⊥ плос-
кости АВС и отрезки ТА, ТВ, ТС. 
∆ОТА=∆ОТВ=∆ОТС (они прямоугольные, ОТ — общий катет, 

ОА=ОВ=ОС=R, R — радиус сферы). тогда, ТА=ТВ=ТС=r, r — радиус окруж-
ности, описанной около ∆АВС. Выше доказано, что 
KА=KB=KС=r. Значит, точки Т и K совпадают и отрезок 
OD ⊥ плоскости АВС. 
∆АDС=∆.BDС=∆.ADB (по двум сторонам и углу 

между ними), следовательно, АВ=СВ=АС, ∆АВС — 
равносторонний. 

Пусть АD=x, AB=a. ∠A=∠B=
2

2180 ϕ−o =90°–ϕ 

Согласно теоремы синусов: 

ϕ=
ϕ

=
ϕϕϕ−

=
ϕ

2sina    ,
cos

x
cos2sin

a   ,
)(90sin 

x
sin2
а

o
х 

Пусть КА=КВ=КС=r, По теореме синусов для ∆АВС. 

.r3
2
3r2a,r2

60sin
а

===
o

 2 sin ϕ ⋅ x= 3 r , r= x
3

sin2
⋅

ϕ . 

В ∆ АDK DK= 22 AKАD − = 22 rx −  . 

В ∆ АОK ОК= 22 AKОА − = 22 rR − . 

DK+KO=R, 22 rx − + 22 rR − =R, ( 22 rx − + 22 rR − )2=R2 

х2–r2 + R2–r2+2 )rR)(rх( 2222 −+ =R2 

2 )rR)(rх( 2222 −− =2r2 – х2, 4 (х2 – r2) (R2 –r2)=4 r4+х4 – 4 r2 х2, 
4 х2R2 – 4 х2r2 – 4 r2 R2+4 r4=4 r4+х4 – 4 r2 х2, 

х4 – 4 х2R2+4 r2 R2=0, х4 – 4 х2R2+4 R2 ⋅ 
3
4  ⋅ sin2 ϕ ⋅ х2=0, 

х2 (х2 – 4 R2 + 
3
R16 2

 ⋅ sin2 ϕ )=0, х ≠·0, тогда, х2=4 R2 – 4 R2 ⋅ 
3
4  ⋅ sin2 ϕ. 

х=DA=
3
sin43R2 )sin

3
41(R4

2
22 ϕ−

=ϕ−  

АВ=а=4 R sin ϕ
3
sin43 2 ϕ−  



 94 

б) Сечение сферы плоскостью ∆ АВС является окружность с радиусом 

r=
3

sin2 ϕ  2R ⋅ 
3
sin43 2ϕ− =

3
4  Rsin4sin3 2 ⋅ϕ⋅⋅ϕ−  

Вычислим площадь сечения: π r2=π 
9

16  sin2ϕ (3 – 4 sin2ϕ) R2. 

627. Известно, что ближайшая точка (А), 
лежащая на сфере к точке (.М), лежащей вне 
сферы, принадлежит отрезку СМ, где О — 
центр сферы. 
Пусть СВ — r — радиус окружности, АС=х, 

ВМ=24 см. ОА=10 cм 
Из прямоугольного ∆ СВМ: СМ2+СВ2=МВ2, или (16+х)2+r2=24 см. 
Из прямоугольного ∆ СВO: ОВ2=ОС2+СВ2, или 102= (10 – х)2+r2 . 

Решим систему 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=++

.100r)x10(

,576r)х16(
22

22
 

(16+х)2 – (10 – х)2=476, 256+32х+х2 – 100 – х2+20х=476. 

52х=576 – 256, 52х=320, х=
52

320 =
13
80  (см); 

r2=100 – (10 – х)2=100 – 100+20х – х2=20х – х2 

r2=
169

641316100
1313
8080

13
8020 −⋅

⋅=
⋅
⋅

−
⋅ = 2

22

13
1210 ⋅ ; 

r= 2

22

13
1210 ⋅ =

13
1210 ⋅ =

13
120  (см). 

Вычислим длину окружности L=2πr, L=2π 
13

120 =
13
240

π (см) 

628. Пусть R — радиус внешней сферы; r — радиус внутренней сферы. 
Сечение тела плоскостью, которая проходит через центры сфер, кольцо. 
Площадь кольца равна π (R2 – r2). (1) 
Сечение, плоскостью касательной к внутренней сфере — окружность. 
По теореме п. 61 ОС=r перпендикулярен к плоскости в сечении. Из прямо-

угольного ∆АСО: 

х= 22 rR −  S сеч=π х2=π (R2 – r2). (2) 
Сравнивая выражение (1) и (2) 

тождественны, убеждаемся в спра-
ведливости утверждения задачи. 
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Разные задачи на многогранник, цилиндр, конус и шар 
629. АВ — диаметр окружности основания 

∠ АСВ=90 o , т.к. опирается на диаметр. 
ВС ⊥ СС1, т.к. СС1 образующая и перпендикулярна 

основанию; ВС ⊥ плоскости АСС1. По признаку 
перпендикулярности двух плоскостей (п.23) плоскость 
АА1С1С перпендикулярна плоскости ВСС1В1. 

630. SO перпендикулярна ABCD, SO=h=12 см, AB=8см, 
BC=6см 
ОА=ОВ=r. Ребра пирамиды равны образующим 

конуса и лежат на поверхности конуса. 

BD=2r, BD= 366468 22 +=+ = 100 =10 см 
r=5 см 
Вычислим площадь полной поверхности конуса. 
Sосн=πr2=π ⋅ 25 (см2) 
Из прямоугольного ∆SOA 

SA= 366468 22 +=+ = 25144512 22 +=+ = 169 =13 см 
Sбок=πrl, l=SA 
Sбок=π ⋅ 5 ⋅ 13=65π см2. 
Sполн=Sосн+Sбок=(25+65) π=90π см2 

SABCD=AB ⋅ BC=6 ⋅ 8=48 см2 
Боковые грани попарно равны. Построим ОК1⊥DA, OL⊥AB, отрезки SK и 
SL. По теореме о трех перпендикулярах SK⊥DA и SL⊥AB. 

ОК=
2
1  АВ=4 (см), OL=

2
1  BC=3 см. 

Из ∆ SOK: SK= =+=+ 16144OKh 22 4 10  см. 

S∆ASD=
2
1 SK⋅DA=

2
1
⋅6⋅4 10 =12 10  cм2 

Из ∆SOL: SL= 1539144OLh 22 =+=+ =3 17  см. 

S ∆ASB=
2
1  ⋅ SL ⋅ AB=

2
1  ⋅ 8 ⋅ 3 17 =12 17  см2. 

Sбок=2 (S∆ASD+S ∆ASB)=2 ⋅ 12 ( 10 + 17 )=24 ( 10 + 17 ) см2 

Sполн=Sбок+Sосн=24 10 +24 17 +48=24 ( 10 + 17 +2) см2 

кон

пирам

S
S

= 
π

++
=

π
++

15
)21710(4

90
)21710(24  

631. а) r=2 см, h=4 см, R=5 см. 

Обозначим АС=ВС=АВ=а, тогда R=
3
а , а=R 3 =5 3  см. 
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S ∆ ABC=
4

32а =
4

375  см 2. 

Обозначим A1C1=B1C1=A1B1=b 

Тогда r=
3

b , b=r 3 =2 3  

S 111 CDA∆ =
4

312
4

334
4

32 ⋅
=

⋅⋅
=

b  см 2 

Боковые грани — равные равнобедренные трапеции. Построим ОК1 ⊥ А1В1, 
ОК ⊥ АВ, отрезок К1К. По теореме о трех перпендикулярах К1К ⊥ АВ. 
ОК, О1Кr – радиусы вписанных окружностей в ∆АВС и ∆А1В1С1 соответ-

ственно. 

ОК=
2
5

32
35

32
==

a  см, 

О1К1= 1
32
32

32
==

b  см. 

Проведем К1К2 ⊥ ОК. К2К1= 2
5  – 1=

2
3  см. 

Из ∆ К1 К2К: К1 К=
2
73

4
73

4
916

4
92 ==+=+h см. 

Sбок=3 S 11AABB∆  =
4

73321 ⋅ см2 

Sполн=Sбок+S 111 CBA∆ =
4

73321 ⋅
+

⋅
=++

4
73321

4
312

4
375

4
387 = 

=
4

33
(7 73 +29) см 2 

б) Пусть АВ=а, тогда R=
2
а , 

a=R 2 =5 2  см, SABCD=a2=50 

Обозначим A1B1=b, тогда V=
2

b  

b=r 2 =2 2  см S 1111 DCBA∆ =b 2=8 см 2 
Боковые грани — равные равнобедренные трапеции. 

Построим О1К1 ⊥ D1A1, OK ⊥ DA, отрезок К1К. По теореме о 
трех перпендикулярах К1К ⊥ АD. 

О1К1= 2
b = 2  см; OK=

2
а =

2
25 ; 
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КК2= 22
2
5

− =
2

2225 − =
2

23  см 

Из ∆ К1 К2К:  

К1К=
4

82
4

18162
2

2 =+=+ KКh =
2
82 см. 

S DDAA 11∆ = KK
2

baKK
2

ADDA
11

11 ⋅
+

=⋅
+ =

2
2225 +  

2
82 =

4
8227 ⋅  см  

Sбок=4 · S DDAA 11∆ =7 2  82  см 2. 

Sполн=Sбок+SABCD+S 1111 DCBA∆ =7 2 ⋅ 82 +50+8=7 2 ⋅ 82 +58= 

=(14 41 +58) см 2. 
в) Обозначим сторону верхнего основания b, нижнего основания а, а > b; ра-

диус верхнего основания — r, нижнего основания — R. Следовательно, b=r, a=R. 
Правильный 6-угольник состоит из 6 равносторонних треугольников; вы-

сота которых равна радиусу вписанной в 6-угольник окружности равного х, 
а в нижний 6-угольник – у. Из планиметрии известно, что: 

х=
2

3b , у=
2

3a . х=
2

32 = 3  см. у=
2

35  см. 

Площадь нижнего основания пирамиды равна 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ⋅⋅⋅ ya
2
16 =

2
3553 ⋅⋅ =

2
375  см2. 

Площадь верхнего основания пирамиды равна 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅ xb

2
16 = 323 ⋅⋅ = 36  см2. 

Все 6 боковых граней являются равными равнобедренными тра-
пециями. Вычислим высоту трапеции. В плоскости верхнего осно-
вания построим отрезок О1К1 перпендикулярно к стороне 6-
угольника; в нижней плоскости построим ОК перпендикулярно од-
ноименной стороне 6-угольника; проведем отрезок К1К. 

yOK = , xKO =11  

( )babaxyKK −=−=−=
2
3

2
3

2
3

2 ( ) ( )
2

3325
2
3

2
3

=−=−= rR см 

Из KKK 21∆ : 
2

2
1 2

33
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= hKK =

4
2716 + =

2
91

2
2764

=
+  см2. 

Sбок=6 
2
91523

2
913

2 1 )()rR(ККbа
+=⋅+⋅=⋅

+ =
2

9121 . 

Площадь полной поверхности: 
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Sполн=Sбок+S верхн+S нижн= 2
9121 +6 3 +

2
375 =

2
9121 + 

2
387 = 

=
2
3 (7 2991 + 3 ) см 2. 

632. Очевидно, что центр сферы лежит в плос-кости α , 
параллельной основаниям, и проходящей через середины 
боковых ребер, т.к. она касается всех граней. Кроме того, 
центр сферы будет совпадать с центром треугольника (т.S), 
полученным пересечением призмы и плоскости α , а он 
лежит на отрезке OO1, соединяющем центры оснований, 
что и требовалось доказать. 

633. Рассмотрим для простоты треугольную пра-
вильную пирамиду. SD — высота пирамиды. Пост-
роим BCAE⊥ , отрезок SE. По теореме о трех перпен-
дикулярах CBSE⊥ . 
Впишем в SDE∆  полуокружность DFG. Центр О 

окружности лежит на катете SD, и касается сторон DE и 
SE. SED∆  вместе с полуокружностью DFG повернем 
вокруг SD. Тогда точка E опишет окружность, вписан-
ную в ABC∆ , то есть гипотенуза SE при вращении останется внутри пирами-
ды, кпроме в трех положений, когда SE совпадает с высотой боковых граней. 
Т.е. сфера, образованная вращением полуокружности DFG, имеет един-

ственную общую точку с каждой из боковых граней. Эта 
сфера касается основания пирамиды в точке D. 
Центр вписанной в пирамиду ABC∆  сферы лежит на 

высоте SD. 
634. а) Рассмотрим сечение, проходящее через ось. Полу-

чим квадрат и вписанную в него окружность, ее радиус ра-
вен радиусу сферы. Обозначим ребро куба через =x;x  

R2= . Площадь одной грани равна 2x , или 24R . 
.RRSполн

22 2446 =⋅=  
б) Высота призмы О1О равна диаметру сферы; 

точки касания сферы с боковыми гранями лежат в 
сечении призмы плоскостью, которая проходит через 
середину высоты призмы (центр сферы) пер-
пендикулярно к боковым ребрам. 
Пусть сторона правильного 6-угольника равна х, 

тогда 
3

2Rx = . 

Боковая грань — прямоугольник, его площадь равна 

xH ⋅  или 
3

22 RR ⋅ = .R2

3
4

⋅  
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Вычислим площадь боковой поверхности: 

.RRRR 2222 38
3

324
3

24
3

46 ===⋅  

Площадь основания состоит из площадей 6-ти равно-
сторонних треугольников, площадь каждого из которых равна 

.RRRxR
33

2
2
1

2
1 2

=⋅⋅=⋅  Тогда площадь основания равна == 2
2

3
36

3
6 RR  

.R232= .RRRRSполн
2222 312323238 =++=  

в) Все ребра тетраэдра равны; пусть они равны 
х. Построим АК ⊥ ВС, отрезок DK. В правильном 
∆АВС АК проходит через центр ∆АВС. По теоре-
ме о трех перпендикулярах DK ⊥ ВС. ∠АКD — 
линейный угол двугранного угла при основании 
тетраэдра (все двугранные углы равны). 
∆ОКL=∆ОКН, ОК — биссектриса ∠АКD. 

Из ∆DBК: DK=
2

3
4

2
222 xxxBKDB =−=− . 

HK — радиус вписанной окружности, НК=
32

x . 

Пусть ∠DKH=ϕ  

В ∆DKH: cos ϕ =
DK
HK

а
аа:а

332
2

2
3

32
= =

3
1 . 

sin ϕ  ϕ− 21 cos =
3

22
9
11 =− . 

tg 
2
ϕ

=
2
2

43
322

3
4

3
22

1
3
11

3
22

=
⋅
⋅

==
α+

α

+
:

cos
sin =

2
1  . 

из ∆ОНК: 
HK
R =tg 

2
ϕ

, отсюда НК=
32

x
= RR

tg
2

2

=
ϕ

. 

х=2 23 R=2 6 R. 

S∆ABC=
4

32x =
4

364 ⋅⋅  R2=6 3  R2 

Грани правильного тетраэдра — это равные равносторонние треугольни-
ки, поэтому площадь полной поверхности S=4 · S∆ABC=24 3  R2. 

635. РО — высота пирамиды. Проведем прямую МN параллельную AD 
через точку О, отрезки РМ и РN. По теореме о трех перпендикулярах 
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РN⊥DC, PM ⊥ AB. Центр сферы совпадает с точкой 
пересечения биссектрис двугранных углов при 
основании: также известно, что центр сферы, 
вписанной в правильную пирамиду, лежит на 
высоте пирамиды. Значит, SN — биссектриса 
∠PNO — линейный угол двугранного угла при 
основании пирамиды. 

Обозначим AD=х, РN= l . tg 
2
ϕ =

2
22 ϕ

=
tg

x,x
l

l
 

∠ DPC=ϕ ∠ PNO= Ψ . 

В ∆РОN: cos Ψ =

2
222 ϕ

==
tg

x:xx
PN
ON

l
=tg 

2
ϕ  

sin Ψ = Ψ− 21 cos =
2

1 2 ϕ− tg . 

В ∆ SON: tg 
2
ϕ =

ON
SO =

a
R2 ; 

x
R2 =

2
1

2
21

1 ϕ
+

ϕ
−

=
Ψ+

Ψ

tg

tg

cos
sin , отсюда х=

2
21

2
12

ϕ
−

ϕ
+

tg

)tg(R
, 

х=

2
2

2
21

2
12 1

ϕϕ
−

ϕ
+

⋅
tgtg

)tg(R
=

2
21

2

2
1

ϕ
−

α

ϕ+

tgtg

)tg(R
; 

S ∆DCP= 2
1  · 

2
21

2

2
1

ϕ
−

α

ϕ+

tgtg

)tg(R
⋅

2
21

2
1

ϕ
−

ϕ+

tg

)tg(R
= 

22

2
2

22

1

1
ϕϕ

ϕ

⋅−

+

tg)tg(

)tg(R
=

22

2

1

12

ϕϕ

ϕ

⋅−

+

tg)tg(

)tg(R
 

Sбок=4 · S∆DCP=
)tg(tg

)tg(R

22

2

1

14 2

ϕϕ

ϕ

−

+
=

22

22

2

24
ϕϕ

ϕϕ

ϕ −

+
⋅

sincos

sincos

tg

R ; 

cosϕ =cos2
2
ϕ

 – sin2
2
ϕ

=(cos 2
ϕ

 – sin 2
ϕ

) (cos 2
ϕ

+sin 2
ϕ

), 

отсюда cos 2
ϕ

+sin 2
ϕ

=

22
ϕϕ −

ϕ

sincos

cos . 

Итак, Sбок=

2

24
ϕtg

R · 
ϕ−

ϕ
⋅=

⋅−+

ϕ
ϕϕϕϕϕ sin

cos

tg

R

cossinsincos

cos
1

4

2
2

2

222
2

2
2

. 

При R=5 см и ϕ =60 ° получим: 
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2см  323100

34
332100

12

13100100
601

60
30
254 

2
3

2
31

2
1

3
1

)(

)(

)(sin
cos

tg
S бок

+=

=
−

⋅+
=

−
⋅⋅=⋅=

−
⋅

⋅
=

−
o

o

o  

636. Боковые грани — это равнобедренные 
трапеции. 
В правильной усеченной пирамиде, центр 

вписанной в нее сферы лежит на середине отрезка 
ОО1, где О и О1 — центры оснований. Это следует 
из теоремы о центре сферы вписанной в 
правильную пирамиду. (см. задачу № 633). 
В описанном четырехугольнике суммы 

противоположных сторон равны. 
ML+KN=LK+MN 
2KN=LK+MN 

KN=
2
ВССВ

2
MNLK 11 +

=
+  (в основаниях — 

квадраты, LK=A1B1=B1C1 и MN=АВ=ВС). 
Доказано. 
637. а) В основаниях призмы лежат равносто-

ронние треугольники. Пусть А и В — центры 
оснований. 
Все точки, которые лежат на перпендикуляре,  

проведенному через точку В к верхнему основанию 
призмы равноудалены от вершин треугольника PQR. 
Все точки, которые лежат на перпендикуляре, прове-
денному через т. А, к верхнему основанию призмы, рав-
ноудалены от вершин ∆P1Q1R1. Т.к. призма правильная, 
то треугольники P1Q1R и PQR проектируются один на 
другой, следовательно, точка В проектируется в точку А и обратно. Поэто-
му, АВ ⊥ плоскости PQR. Тогда, отрезок АВ является геометрическим ме-
стом точек, равноудаленных от вершин каждого из треугольников. А его 
середина — точка О — равноудалена от вершин ∆P1Q1R1 и от вершин 
∆PQR на расстояние R, равное радиусу описанной около призмы сферы. 
б) Построим из вершины D пирамиды высоту DH ⊥ 

плоскости АВС. Проведем отрезки НА, НВ, НС. 
∆DHА=∆DHB=∆DHC (они прямоугольные, DH — 

общий катет, АD=BD=BC — по условию). 
НА=НВ=НС=r. r — радиус описанной около ∆ АВС 

окружности. 
Проведем отрезок ОG ⊥ плоскости ABC (точка G на 

рисунке не показана). Проведем отрезки GA, GB, GC, ОА, ОВ, ОС, 
∆DCA=∆OGB=∆OGC (катет ОG — общий, ОА=ОВ=ОС —R, R — радиус сфе-
ры). Значит, GA=GB=GC=r, r — радиус окружности, описанной около ∆АВС. 
Следовательно, вокруг ∆АВС можно описать единственную окружность. 
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d

Точки Н и G совпадают, и точки D, H, O лежат на одной прямой. Следо-
вательно, центр сферы О лежит на высоте пирамиды 
DН или на продолжении за точку Н, что и показано на 
рисунке. 

638. Тетраэдр — это пространственный четырех-
угольник. 
а) Докажем, что через любые 4 точки, не лежащие в 

одной плоскости, можно провести сферу и притом 
только одну. (см.ниже). 
Геометрическим местом точек пространства, равно-

удаленных от концов отрезка, является плоскость, перпендикулярная этому 
отрезку и проведенная через его середину. Следовательно, центр сферы, 
описанной около тетраэдра, принадлежит каждой из плоскостей, проведен-
ных через середины ребрер тетраэдра перпендикулярно к этим ребрам. 
Пусть О — центр окружности, описанной около грани АВС тетраэдра, 

d— прямая, которая проходит через точку О, d ⊥ плоскости АВС. Все точки 
прямой d равноудалены от точек А, В и С. (ОА=ОВ=ОС=r — радиус опи-
санной окружности). Если точка S ∈ d, то прямоугольные треугольники 
SOA, SOB, SOC равны двум катетам. Следовательно, SA=SB=SC. 
Пусть плоскость α проходит через середину ребра DA и плоскость α ⊥ DA. 

Докажем, что d и α пересекаются. Предположим, что α║ d. 
Если α ⊥ AD и d ║α, то AD ⊥ d. Кроме того, d ⊥ АВ (поскольку d ⊥ плос-

кости АВС), и, значит d ⊥ ABD — по признаку перпендикулярности прямой 
плоскости. 
Таким образом, через точку А проведены две различные плоскости АВС 

и АВD, перпендикулярные к одной прямой, что невозможно. Значит пред-
положение, что d ║ α неверно. 
Значит, пусть точка S точка пересечения d и α. Тогда SD=SA, т.к. S при-

надлежит каждой плоскости, проходящей через середину ребра тетраэдра и 
перпендикуляра к этому ребру. 
О1 ∈ плоскости АВС. 
Пусть точка О равноудаленна от всех вершин тет-

раэдра. 
Расстояние от точки О до одной из вершин тетра-эдра 

обозначим R. Сфера с центром О и радиусом R про-
ходит через все данные точки. Из этого доказательства 
следует, что такая сфера может быть только одна. 
Что и требовалось доказать. 
б) Рассмотрим двугранный угол. Геометрическое место точек, равноуда-

ленных от обеих граней двугранного угла, это плоскость, которая делит дву-
гранный угол пополам. Значит центр сферы, вписанной в тетраэдр, 
равноудален от всех граней пирамиды, и он должен принадлежать каждой из 
биссекторных плоскостей, то есть это точка пересечения биссекторных плос-
костей всех двугранных углов тетраэдра. Т.к. все точки биссекторной плоско-
сти лежат между гранями двугранного угла, то центр сферы, вписанной в 
тетраэдр, всегда находится внутри тетраэдра. 
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Центр у вписанной сферы может быть только один. Сфера с радиусом, 
равным расстоянию от этой точки до плоскости какой-либо грани тетраэд-
ра, касается всех граней тетраэдра. Следовательно, в любой тетраэдр можно 
вписать сферу и притом только одну. 
Теперь докажем 2 факта, которые использовались в доказательстве. 
1) В любой трехгранный угол можно вписать сферу. 
2) Биссекторные плоскости двугранных углов тетраэдра пересекаются в 

одной точке. 
1. М ∈ γ 
∠АСВ — линейный угол двугранного 

угла между плоскостями α и β. 
Пусть γ делит этот двугранный угол 

так, что ∠ ВСМ=∠ АСМ. Таким образом, 
γ биссекторная плоскость данного дву-
гранного угла. 
Докажем, что биссекторные плоскости 

двугранных углов трехгранного угла пересекаются по одному лучу. 
β1 и β2 — биссекторные плоскости, их пересечение — луч, с началом в 

точке S — вершине тетраэдра. Луч обозначим l. Пусть точка А ∈ l, A — 
произвольная точка луча. Проведем 
перпендикуляры АА1, АА2, АА3 на грани 
трехгранного угла. А ∈ β1, таким образом, 
АА2=АА1 ; А ∈ β2, поэтому АА3=АА1. 
Тогда, АА1=АА2=АА3 , то есть точка А 

равноудалена от плоскостей граней NSB и 
MSB. Значит, точка А находится на биссек-
торной плоскости двугранного угла с 
ребром SP. А т.к. точка А произвольная 
точка, то и весь луч находится в 
биссекторной плоскости. 
Значит, все три биссекторные плоскости пересекаются по одному лучу, 

любая точка которых равноудалена. 
2. Пусть l — луч, по которому пересекаются 

биссекторные плосксти трехгранного угла при вершине 
А, М — точка пересечения луча l и грани BDC. Концы 
отрезка АМ принадлежат разным граням двугранного 
угла при ребре ВС, поэтому биссекторная плоскость 
этого двугранного угла пересечет отрезок АМ в точке 
О∈ l, поэтому она равноудалена от плоскостей АВС и 
АВD и АСD. Расстояние от точки О до плоскостей АВС 
и ВСD равны, т.к. точка О принадлежит биссекторной плоскости двугран-
ного угла при ребре ВС. Таким образом, точка О равноудалена от всех гра-
ней тетраэдра, то есть принадлежит всем биссекторным плоскостям 
двугранных углов тетраэдра. Таким образом, биссекторные плоскости дву-
гранных углов тетраэдра пересекаются в одной точке. 
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Оба утверждения доказаны. 
639. а) Центр сферы совпадает с центром куба — 

точкой пересечения диагоналей куба. Пусть 
сторона основания и (его ребро) равно х. Тогда 
диагональ куба d= 3 х. С другой стороны, d=2R. 

2R= 3 х , х= R
3

2  Площади поверхностей одной 

грани равна х2, а полная поверхность куба равна 6х2. 

6х2=6 2
2

R
3

2
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

3
46 ⋅  R2=8R2 

б) Н1 и Н2 — центры оснований призмы; Н1Н2 — высота призмы. 
Рассмотрим сечение призмы плоскостью, проходящей через диаметр ос-

нований призмы. Сечение является прямоугольником АА1В1В. 

Из прямоугольного ∆ОА1Н1: А1Н1=
2

2
2
RR ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− =

2
3R . 

А1Н1 является радиусом описанной окружности около основания призмы, 
а в правильном 6-угольнике его сторона равна радиусу описанной окружно-
сти. 

Пусть сторона основания равна х, следовательно, х=
2

3R . 

Sбок=6хR=3 3 R2. Sполн=3 3 R2+2 Sосн=3 3  R2+3 3 х2=3 3 (R2+ 

+
4

3R2 ⋅ )=3 3 R2 
4
7 =

4
321  R2 

в) Пусть ребро тетраэдра равно х. Центр 
описанной сферы лежит на высоте DH, точка Н — 

центр ∆АВС, поэтому НА=
3
х . 

Из прямоугольного ∆АDH: 

DH=
3
2хНАх 22 =− .  ∠ ADH=ϕ  

cos ϕ =
AD
DH =

3
2 . 

Из ∆АОD по теореме косинусов : 
х2=2R2 – 2R2cos (180° – 2ϕ )=2R2+2R2 cos2ϕ =2R2 (1+ 

+2cos2 ϕ  – 1)=4 R2 cos2ϕ =
3
8 R2. 

В 
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Площадь грани тетраэдра равна 
4

3х2
; равны и их H, 

значит 

Sполн= ⋅4
4

3х2
=х2 3 =

3
8  R2 3 =

3
38  R2 . 

640. SO — высота пирамиды; SO=h. 
Пусть О — центр основания пирамиды, М — 

середина ВС, АМ — высота в ∆АВС. 

АО = 
3

3х , ОМ = 
6

3х . 

Центры обеих сфер лежат на прямой SO, SO ⊥ плоскости АВ. 
Обозначим R — радиус описанной сферы. Продолжим SO до пересечения 

с описанной сферой в точке D. SD — диаметр шара, ∠SAD=90°. Из подобия 
треугольников OAS и ODA: 

OD= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

3
х  AO  

h3
х

OS
АО 22

 

2R=SD=SO+OD=h+   
h3
х 2

=
h3

ah3 22 + , 

R=
h32
хh3 22

⋅
+ =

h6
хh3 22 + . Проведем апофему SM. 

Из ∆SMC: SM= 22 CMSC − =
4

aa4
2

2 − =
2
15х . 

OM=
32

х
, поэтому из ∆SOM: 

h=SO= 22 OMSM − =
12
х44

12
х

4
х15 222

=− =х 
3

11  

R= ххxх

х

хх

11
332

11
332

11
32

6

12

6

3

3
11

3
11

2
3

112

====
+⋅

 

Вычислим радиус r вписанной сферы. 
Примем Q — центр вписанного шара, следовательно в 

∆SOM; QM — биссектриса ∠SMО; QO=r; SM=
2
15х . 

По свойству биссектрисы внутреннего угла треугольника: 

53
1

156
23r  =
⋅

=
−

=
х
х

rh
;

SM
OM

SQ
OQ ;  h=х

3
11

⋅ . 
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( ) ( )
( )x

334
153

1533
11xrh153r −

=
+⋅

⋅
==+  

641. Продолжим высоту пирамиды РН до пе-
ресечения со сферой в точке Q. PQ — диаметр и 
центр описанной сферы лежит на высоте HР, 
или на ее продолжении за точку Н. Соединим 
отрезком точку А с точкой Н. Рассмотрим 
сечение плоскостью APQ. 
∠QAP=90° так как опирается на диаметр, Из подобия ∆НРА и ∆НAQ , 

,
AH
HQ

РН
АН

=  AH2=HQ · PH, PQ=10, PH=h. 

Примем х — сторона основания, следовательно, 

АН=
2

2x2x
2
1

= . 

Следовательно, 
2

x2
=h (10 – h). (1) 

Построим HL ⊥ AB, отрезок PL. LH=
2
x

, плоскость PLH ⊥ плоскость 

АВР. Пусть О — центр вписанной сферы, ОК ⊥ PL. 
OH=OK=r, OL — биссектриса ∠HLP. 

PL=
4

2
222 xhLHh −=+ . 

Обозначим ∠HLP=ϕ . 

sin ϕ =
22 xh4

h2h
LP
PH

4

2x2h +
==

+

. 

cos ϕ =
22 xh4

x

+
 

Из ∆ OLН: 
LH
OH

=

2
х
r 2=tg

2
ϕ , r=2=

2
x  tg

2
ϕ  

tg
2
ϕ

.=

х2h4

h2
2х2h4

х1

sin
cos1

+

+
−

=
ϕ
ϕ− =

h2
ххh4 22 −+

, 

2
х · 

h2
aah4 22 −+ =2, (2) 
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Решим систему: 

х 22 хh4 + =х2+8h 

               
(4)                    10 2

        (3)           84
2

222

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=+

).h(hх

hххhх  

х2 (4h2+х2)=х4+64h2+16х2h, 
4h2х2+х4=х4+64h2+16х2h 
Разделим все на 4h, h ≠ 0 
х2(4 – h)+16h=0, 
Подставим х2 из (4) 
2 (10h – h2) (4 – h)+16h=0 
Разделим обе части на 2h, h ≠ 0 
(10 – h) (4 – h)+8=0 
h2 – 14h+48=0 
h1,2=7 ± 4849 − =7 ± 1 

h1=8 или h,2=6 ; 642820х2
1 ⋅−⋅= =160 – 128=32, 

х1= 32 =4 2 , 

362620х2
2 ⋅−⋅= =120 – 72=48, х2=4 3 . 

642. Рассмотрим осевое сечение плоскостью ABCD. R — 
радиус сферы. Очевидно,  АВCD — квадрат, ∆OBF=∆OBH1. 

BH1=OH1.=R, BH1 — радиус основания цилиндра, 
НH1=2R — высота цилиндра. 
Вычислим площадь полной поверхности цилиндра. 
Sполн=Sбок+2Sосн; Sбок=2π · BH1 · НH1=2πR ·2R=4πR2, 
Sосн=π · BH1

2=πR2; Sполн=4πR2+2πR2=6πR2. 

Площадь поверхности сферы 4πR2. 
3
2

R6
R4

S
S

2

2

полн

сф =
π

π
= . 

643. Рассмотрим осевое сечение. 
а) Высота SH делит ∆ ASB на два равных треугольни-

ка: SH — биссектриса угла ϕ. 

В ∆ HBS: ∠HBS=90°
2
ϕ

− . 

OB — биссектриса ∠HBS; следовательно, ∠HBO=
2

HBS∠ . 

Из прямоугольного ∆ОНВ: ),
4

45(tgHBOtg
r
R ϕ

−=∠= o  

r= =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
ϕ

−−
ϕ

− )
4

45(90ctg)
4

45(tg

RR
ooo )

4
45(ctg

R
ϕ

+o
=R tg (45° +

4
ϕ ). 
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A 

B C 

D 

A

B

D 

C 

б) ),
4

45(tg
r
R ϕ

−= o  R=r tg (45° – 
4
ϕ ) (

4
ϕ — острый угол), 

в) tg oo 30
3

1
4

45 tg
r
R

===⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ϕ
−  

45 o –
4
ϕ =30 o  ϕ=ϕ⇒ (o60  — острый угол) 

644. Рассмотрим осевое сечение. SH — высота конуса; 

ОВ — биссектриса ∠HBS, ∠OBH=
2
α . 

В ∆ОВН: 
BH
r =tg

2
α . Найдем площадь основания конуса, обозначив 

HB=a: Sосн=πа2=

2
2

2
α

π

tg

r . 

Обозначим SB=d. Из ∆SHB: 
d
а =cos α, d =

α⋅
=

α α costg

r
cos
а

2

 

Вычислим площадь боковой поверхности конуса: 

Sбок=π а d 
α

⋅
π

=
⋅α

⋅
π

ααα cos
1

tg

r

tgcos

r

tg

r

2
2

2

22

 

Sполн=Sбок+Sосн= =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
α+π

=
π

+
α

⋅
π

ααα cos
cos1

tg

r

tg

r
cos

1

tg

r

2
2

2

2
2

2

2
2

2
 

α⋅
α

α
⋅π

=
α

α

α ⋅
π

=
cos

2
2tg

2
2cos2r2

cos
2

2cos2

2
2

2

tg

r
 

645. Рассмотрим осевое сечение. 
Высота цилиндра равна образующей, а т.к. 

образующая равна диаметру основания, то АВСD — 
квадрат. 
Обозначим AD=х, радиус сферы равен R. 

Из ∆ ADС: АС2=(2R)2=х2+х2 ; 2R=х 2 , R=
2

2x . 

Вычислим площадь сферы 4πR2=4π · 
2

2x =2π х2 

Радиус основания цилиндра 
2
x . 

Sбок=2π · 
2
x  · х=πх2 Sосн=π · 

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ x =

4

2xπ ; 
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Sполн=Sбок+2Sосн=πх2+
4
x2π · 2=πх2+

2
x2π =

2
x3 2π ; 

4
3

x2S
S

2
2

2x3

сф

полн =
π

π
= . 

646. Рассмотрим осевое сечение конуса и сферы. SH — высота конуса 

SO=OB=OA=R. Тогда из равнобедренного ∆ SOB: ∠ OSB=∠ SBO=
2
ϕ . 

Из прямоугольного треугольника ∆ SHB:  

∠ OBH= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ−
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕ

−
ϕ

−
π

2222
 и  

ϕ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ϕ−
π

= cos
2

cos
R
r  

а) r=R ⋅ cosϕ  

б) R=
ϕcos

r  

в) cos o60
2
1

r2
r

R
r

=ϕ===ϕ  

A 

R 

S 

2
ϕ

H B 

r 
О 
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Глава VII. Объемы тел 
647. Вычислим искомый объем 
а) R′ =V1+V2. 

б) R=V1− 3
1 V1+V2= 3

2 V1+V2. 

648. Вычислим объем по теореме п. 63 V=abh. 

а) V=11⋅12⋅15=11⋅180=1980; 
б) V=3 2 ⋅ 5 ⋅10 10 =30 10 10 =300; 

в) V=18⋅5 3 ⋅13=90⋅13 3 =1170 3 ; 

г) V=3
3
1 ⋅ 5 ⋅0,96=

3
96,010 ⋅ ⋅ 5 =3,2 5 . 

649. а) АС=12 см. Обозначим ребро куба х, следовательно из ∆ACD: 

х 2 =12;   х=
2

12
=6 2 ;   V=х3=(6 2 )3=432 2  (см3); 

б) АС1=3 2  (м). Обозначим сторону куба за х. 
АС1

2=АС2+СС1
2=(х2+х2)+х2=3х2, 

АС1=х 3 , 3 2 =х 3 , х=
3
23 ; 

V=х3=(
3
23

)3=
33

22333 ⋅⋅⋅
=6 6  (м3); 

в) DE=1 см. Обозначим ребро куба за х. 

Из ∆EAD: 1=х2+
4
х2

=
5
4
х2;   х2=

5
4

;   х=
5

2
; 

V=х3=(
5

2
)3=

55
8

=
25

58
=0,32 5  (см3). 

650. Вычислим объем параллелепипеда: Vпар=8⋅12⋅18=96⋅18=1728 (см3). 
Обозначим ребро куба за х, следовательно, Vкуба=х3. 
Откуда: х3=1728, следовательно, а= 3 1728 = 3 14412 ⋅ = 3 121212 ⋅⋅ =12 (см). 

651. m=ρV. V=25⋅12⋅6,5=1950 (см3). m=1,8⋅1950=3510 (г)=3,51 (кг). 
652. Обозначим стороны АВ=а, ВС=b и СС1=с. Тогда условия выглядят 

так: 
а2+b2=122=144;  (1) 
b2+с2=112=121;  (2) 
а2+b2+с2=132=169  (3) 
(а2+b2=АС2, АС2+С1С2=АС1

2). 



 111 

x 
y

x 

а b
а b с
b с

2 2

2 2 2

2 2

+ =

+ + =

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

144
169

121

,
,

.

 

с2=169−(а2+b2)=169−144=25; с=5 (см); 
b2=121−с2=121−25=96; b= 96 = 616 ⋅ =4 6  (см); 

а2=144−b2=144−96=48; а= 48 = 316 ⋅ =4 3  (см). 

V=abc=4 3 ⋅4 6 ⋅5=80 233 ⋅⋅ =240 2  (см3). 
653. ВС1 — проекция D1В на плоскость боковой 

грани ВВ1С1С, поэтому ∠D1BC1=30°, ∠DBB1=45°. 
Вычислим — из прямоугольного ∆D1С1B: 
D1C1 = 9 см как катет лежащий против угла в 30°. 
Из прямоугольного 

∆D1B1B: В1В=18sin45°=18
2
2 =9 2  (см). 

D1B2=d2=a2+b2+c2. Значит, 182=92+(9 2 )2+В1С1
2. 

В1С1
2=182−92– ( )229 =92(4−2−1)=92, отсюда В1С1=9 (см). 

V=9⋅9 2 ⋅9=729 2  (см3). 
654. Заметим, что DB — проекция диагонали на плоскость основания, 

∠D1BD=β; ВС1 — проекция диагонали на плоскость 
боковой грани, ∠D1BC1=α, DD1=АА1=h. 

Из треугольника ∆D1DB: 
DB

DD1 =tgβ, 

DB
h =tgβ, DB=

βtg
h ; D1B=

βsin
DD1 =

βsin
h . 

Обозначим АВ=х, AD=y. 

Из треугольника ∆ADB: x2+y2=DB2=
β2

2

tg
h . 

Из треугольника ∆D1BC1: D1C1=D1Bsinα; x=
βsin

h ⋅sinα=
β
α

sin
hsin , 

y2=
β2

2

tg
h −x2=

β2

2

tg
h −

β

α
2

22

sin
sinh , 

y= )
sin
sin

tg
1(h 2

2

2
2

β

α
−

β
= h

β

α
−

β

β
2

2

2

2

sin
sin

sin
cos =

βsin
h ⋅ α−β 22 sincos . 

Вычислим объем V=xyh; V=
β
α

sin
hsin ⋅

βsin
h α−β 22 sincos ⋅h=

β

α−βα
2

223

sin
sincossinh  

х 

х 

у 
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655. С1В — проекция диагонали D1В на плоскость 
боковой грани ВВ1С1С. Введем обозначение АВ=а, 
ВС=b, D1B=d и С1С=с. 

Из ∆D1BC1: a=
2
1 , d=2a, BC1=dcos30°=2a

2
3 =a 3 . 

Из треугольника ∆ВС1С: b2+c2=BC1
2=3a2. 

c2=3a2−b2, c= 22 b3a − . 

V=SABCD⋅CC1; V=ab 22 b3a − . 
656. Диагонали в прямоугольнике равны, 

АС=BD=12 см. А1В1||АВ, АВ⊥В1В и BD⊥В1В, 
∠ABD=60° — линейный угол двугранного угла 
А1В1ВD. 
Из ∆B1BD: B1B=BD=12 см. 

Из ∆ABD: АВ=
2
1
⋅ 12=6 см, AD=12

2
3

=6 3  см V=6⋅6 3 ⋅12=432 3  см3. 

657. а) Заметим, что ∆С1СА — равнобедренный 

прямоугольный, СА=СС1=1⋅
2
2 =

2
2  м, 

С1В⊥АВ, ∆АВС1 — прямоугольный. АВ=
2
1  м. 

Из ∆АВС: ВС= 22 АBАC − =
4
1

2
1
− =

4
1 =

2
1  м. 

V=
2
1 ⋅

2
1 ⋅

2
2 =

8
1 2  м3. 

б) Из ∆АА1С1: АА1=АС1=24sin45°=24
2
2 =12 2  см. 

Из треугольника ∆A1C1D: AD=
2
1 AC1=12 см, 

C1D=24cos30°=24
2
3 =12 3  cм. 

Из ∆С1CD (∠С1СD=90°): (12 3 )2=(12 2 )2+CD2, 

CD2=3⋅122−2⋅122=122; CD=12 см. 

V=B1B⋅AD⋅CD; V=12 2 ⋅12⋅12=1728 2  см3. 

658. S∆АВС=
2
1 АВ⋅АС. 

АС= 22 ABBC − = 22 3537 − =12 см. 
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S∆АВС=
2
1
⋅35⋅12=35⋅6=210 см2. V=S∆АВС⋅АА1=210⋅11=2310 см3. 

659. а) Из треугольника ∆АВС по теореме ко-
синусов: 

ВС2=АВ2+АС2−2⋅АВ⋅АС⋅cos120°=25+9+2⋅5⋅3⋅
2
1 =49; 

ВС=7 см. 
Т.к. АА1=ВВ1=СС1, то максимальную площадь 

имеет та боковую грань, у которой вторая сторона 
наибольшая, то есть ВС=7 см. 

S C1C1BB =35, 35=ВВ1⋅7, ВВ1=5 см. 

S∆АВС=
2
1
⋅АВ⋅АС⋅sin120°=

8
3
⋅5⋅3

2
3 =

4
315  см2. 

V=
4

315
⋅5=

4
375  см3. 

б) Т.к. призма прямая, то В1В перпендикулярна плоскости АВС, В1В⊥ВС. 
∠АВС=90o — линейный угол двугранного угла с ребром В1В. 
Из ∆АВ1С по теореме косинусов: 

АС2=32+22−2⋅3⋅2⋅cos60°=9+4–2⋅3⋅2⋅
2
1 =13−6=7, АС= 7 . 

Обозначим АВ=а, ВС=b, ВВ1=с. 
В треугольника ∆АВС а2+b2=7. (1) 
В треугольника ∆АВ1В а2+с2=9 (2) 
В треугольника ∆СВ1В b2+с2=4. (3) 
Запишем систему: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

=+

.4c+b

,9ca

,7ba

22

22

22

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=+

.5ba

,7ba
22

22
 

2а2=12, а2=6, а= 6  см; 

b2=7−а2=7−6=1, b=1 см; 
с2=4−b2=4−1=3, с= 3  см. 

V=S ABC∆ ⋅ВВ1; V=
2
1 abc=

2
1 ⋅ 6 ⋅1⋅ 3 =1,5 2 . 

660. ∆АВС — равнобедрен-ный. Из треугольника ∆ABD: BD=mcos
2
ϕ , 

BB1=mcos
2
ϕ . 
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S ABC∆ =
2
1

 m2sinϕ. 

V=S ABC∆ ⋅BB1= 2
1

m2sinϕ⋅ 

⋅mcos
2
ϕ =

2
1

m3sin
2

cos ϕ⋅ϕ . 

661. Обозначим а=ВА=ВС. Из прямоугольного ∆А1В1С: А1С1=lcosβ , 
СС1=lsinβ . 

AC=A1C1=lcosβ . 

По теореме косинусов в треугольнике ∆АВС: 
АС2=l2cos2β =a2+a2−2a2cosα =2a2(1−cosα ), 

a2=
2)cos1(

cosl
2

22

⋅α−

β . 

S ABC∆ =
2
1 ⋅AB⋅BC⋅sin α =

2
1 a2sin α =

2
1 ⋅

)cos1(2
cosl

2

22

α−⋅

β sinα ; 

V=S ABC∆ ⋅CC1=
)cos1(4

sincosl
2

22

α−⋅

α⋅β ⋅lsin β =
)cos1(4
sincossinl 23

α−
α⋅ββ = 

=
2

2
22

23

sin24

2cossincossinl
α

αα

⋅⋅

⋅⋅ββ
=

2

23

tg4

cossinl
α

ββ . 

662. В сечении — параллелограмм А1В1СD. В 
плоскости сечения А1В1СD проведем А1Е 
перпендикуряно DC; проведем отрезок ЕА. По теореме, 
обратной теореме о трех перпендикулярах, АЕ⊥DC. 

S CD1B1A =Q=DC⋅A1E=a⋅A1E; A1E=
a
Q . 

Из прямоугольного треугольника ∆А1АЕ: 

АЕ=А1Е cosβ =
a
Q cosβ ; A1A=

a
Q sinβ . 

SABCD=AE⋅BС=
a
Q cosβ ⋅a=Qcosβ . 

V=SABCD⋅AA1=Q⋅cosβ ⋅
a
Q sinβ =

a
Q2

sinβ ⋅cosβ =
2a
Q2

sin2β . 

663. Имеем ОА=ОВ=R=
n

1802sin

a
° ; r=OK=

n
1802tg

a
°

; OK⊥AB. 

Правильный n-угольник состоит из n треугольников одинаковой площади. 
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S AOB∆  =
2
1 ⋅ОК⋅АВ=

2
1 ⋅

n
1802tg

a
°

n
180

2

tg4

aa
o

=⋅ . 

Sосн=nS AOB∆  =
n

180

2

4tg

na
°

. V=Sосн⋅АА1=
n

180

3

4tg

na
°

. 

Тогда: а) n=3. V=
°064tg

3a3
=

4
a3 3

; б) n=4. V=
°4tg45

4a3
=a3; 

в) n=6. V=
°4tg30

6a3
=

2
a33 3

=1,5 3 а3; г) n=8. V=
2

45

3

4tg

8a
° =

03tg22
2a3

′°
. 

664. Построим СК⊥АВ, отрезок С1К в плоскости 
сечения АС1В. По теореме о трех перпендикулярах 
С1К⊥АВ; ∠С1КС=60°. 

Из ∆С1КС: 
CK

CC1 =tg60°= 3 , отсюда С1С=СК 3 . 

Из треугольника ∆СКВ: СК=а sin60°=
2

3a
, 

С1С=
2

3a 3 =
2

3a
. S AOB∆  =

4
3a2

. 

V=S AOB∆  ⋅С1С=
4

3a2
⋅

2
3a =

8
33 а3. 

665. Очевидно, что наибольшая из диагоналей — 
диагональ А1В4. Тогда А1А4 ее проекция на нижнее 
основание. 
В правильном 6-угольнике R=a, R — радиус опи-

санной окружности. D=2R=2a=A1A4. 

Из треугольника ∆А1А4В4: 
44

41
АB
АА =tg30°=

3
1 , 

B4A4=2 3 a. S 6A...1A1A =6S 2OA1A∆ . 

S 2OA1A∆  =
4

3a2
, поэтому S 6A...1A1A =

4
36a2

=
2

33a 2
. 

V=S 6A...1A1A  ⋅В4А4= 2
33 а2⋅2 3 а=9а3. 

Из треугольника ∆А1В4А4: А1А4=2а=8sin30°=4, a=2 см. 
Итак, V=9⋅23=8⋅9=72 см3. 
666. По теореме п.66 а) V=πr2h, V=π⋅(2 2 )2⋅3=π⋅8⋅3=24π см3; 
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б) r2=
h

V
π

; r2=
3,6

120
⋅π

=
36
10120

⋅π
⋅ =

π3
100 ; r=

π3
100 =

π3
10  см; 

в) h= 2r
V
π

, h=
2h

8
π

π =
2h

8 , h3=8, h=2 см. 

667. Провод в распрямленном положении — это цилиндр. 
V=πr2l, r — радиус сечения; l — длина провода. 

Из физики известно, что, ρ=
V
m

, где ρ 

— плотность алюминия; m — масса 
алюминия; V — объем куска провода. 

Получаем уравнение: πr2l=
ρ
m

, отсюда l=
2r

m
ρπ

. 

r=2 мм=0,2 см, r2=0,04 см2, π≈3,14, ρ=2,6 г/см3, 

l≈
04,014,36,2

6800
⋅⋅

=
414,36,2

10010068
⋅⋅

⋅⋅ ≈2,08⋅104 см≈20800 см = 208 м. 

668. Вычислим объем цистерны V=πr2h, r=
2

18 =9 м, V=π⋅81⋅7=567π м3. 

ρ=
V
m

; m=ρV; m=0,85⋅
6

3

10
10

−

−

⋅567⋅3,14=0,85⋅103⋅567⋅3,14=1513⋅103 кг = 1513 т. 

669. Обозначим радиус основания через r, а высота 
цилиндра равна h. Следовательно S=2rh. (1) Q=πr2. (2) 
Тогда, V=πr2h=Qh. 

Из (1) r=
2h
S . Подставим в (2): Q=

2

2

4h
Sπ , 

h2=
4Q
S2π ; h=

2
S

Q
π . V=Q

2
S

Q
π =

2
1 S πQ . 

670. ρ=11,4 г/см3=11,4⋅1 6

3

10
10

−

−

кг/м3=11,4⋅103 кг/м3. 

r1= 2
13

=6,5 мм=6,5⋅10–3 м. r2=6,5+4=10,5 мм=10,5⋅10–3 м. 

Vтрубы=πr2
2l–πr1

2l=πl(r2
2–r1

2)=3,14⋅25(10,52⋅10–6–6,52⋅10–6)= 
=3,14⋅25⋅10–6(10,52–6,52)=3,14⋅25⋅10–6(110,252–42,25)= 
=3,14⋅25⋅10–6⋅68=5338⋅10–6 м3. 

m=ρV; m=11,4⋅103⋅5338⋅10–6=60853,2⋅10–3≈60,85кг≈61кг. 
671. Очевидно, что высота призмы равна высоте 

цилиндр. Тогда отношение объемов равно отношению площадей оснований 
призмы и цилиндр. 
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а) n=3, ∆АВС — правильный. Обозначим сторону 

∆АВС равной х, следовательно, r=АО=
3
х

 (
°sin60

х =2r, 

r=

2
32

х

⋅
=

3
х

). 

S AOB∆  =
4

3х2
; Sкр=πr2=π

3
х2
⋅ ;  V

V
пр

цил

= S
S
АВС

кр

Λ =
4

3х 2
⋅ 2х

3
π

=
π4
33 ; 

б) n=4, ABCD — квадрат. Обозначим сторону квадрата 
равной х. 

SABCD=х2; AC=х 2 , r=
2
АC

=
2

2х
. 

Sкр=πr2=π⋅
4

2х2 ⋅ =
2
х2π

. 
цил

пр

V
V

=
кр

АBC

S
SΛ =х2:

2
х2π

=
π
2 ; 

в) n=6. Обозначим сторону 6-угольника за х, следовательно, r=х. 

S6–уг=6S AOB∆  =6
4

3х2
=

2
33 х2. 

Sкр=πАО2=πх2. 
цил

пр

V
V

=
2
х33 2

:πх2=
π2
33 ; 

г) обозначим сторону правильного вписанного n-угольника за х. Следова-

тельно, радиус описанной окружности равен 
n

1802sin

х
° . 

Sn-уг=nS∆=n
2
1

(
n

1802
2sin

х
)2⋅sin

n
360° . 

(Правильный n-угольник разбивается радиусами, проведенными из цен-
тра, на n одинаковых треугольников; все треугольники равновелики) 

Sкр=π⋅(
n

18022sin

х
° )2; 

цил

пр

V
V

=
кр

уг-n

S
S

=
2)

n
1802sin

х(π

n
360sin2)

n
1802sin

х(
2
1n

o

o

⋅

°
⋅⋅

=
π2

n ⋅sin
n

360° . 

672. ∠С=90°. ∠АСВ — вписанный и равен 90°, 

тогда, АВ — диаметр. АВ=2r=
αcos

a
, r=

α2cos
a

, 

r — радиус основания цилиндра. 
Высота призмы равна высоте цилиндра, значит, 
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Vцил=πr2h=π⋅
α2

2

4cos
a ⋅h=

α

π
2

2

4cos
ha . 

673. Имеем V= ∫
b

a
S(x)dx , где а=1; b=2. 

S(x)=(
x
1

)2=x–2. 

V= х dx-2

1

2

∫ =
2

1

1+2-

12
x

+−
=−

2

1x
1 =−

2
1 +1=

2
1 =0,5. 

674. Имеем V= S(x)dx
a

b

∫ , где а=0; b=1. 

Площадь сечения: S(x)=π( х )2=πx. 

V= πх dx
0

1

∫ =π х dx
0

1

∫ =π х
2

2
0

1

=π
2
1

=
2
π

. 

675. Заштрихованные фигуры симметричны 
относительно биссектрисы ОВ. Следовательно, объем 
тела, которое получается вращением фигуры ОАВ во-
круг оси Оу, и тела, полученного вращением 
равновеликой фигуры ОВС вокруг оси Ох равны. 

Имеем V= S(x)dx
a

b

∫ , где а=0; b=1. S(x)=(х2)2π=х4π. 

V= πх  dx4

0

1

∫ =π
1

0

5

5
х =

5
π . 

676. Построим из точки А1 перпендикуляр А1М к 
плоскости ∆АВС. Следовательно, ∠А1АМ=60°. 

Из ∆А1АМ: А1М=h=8sin60°=
2

38 =4 3  см. 

S ABC∆  = 12)-10)(р-10)(р-р(р , 

р=
2

121010 ++ =
2

32 =16 см, S ABC∆ = 46616 ⋅⋅⋅ =4⋅6⋅2=48 см2. 

V=S ABC∆ ⋅h=48⋅4 3 =192 3  см3. 

677. S ABC∆ =
4

3a2
. По условию задачи плоскость АВВ1А1 ⊥ плоскости 

АВС. Построим В1К⊥АВ. В1К=h — высота призмы. 

Из ∆АВ1К: АК= 22 hb − . 
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Из ∆В1КВ: КВ= 22 ha − . 
Получим уравнение: АК+КВ=АВ=а. 

22 hb − + 22 ha − =а; b2−h2+a2−h2+2 )h)(ah(b 2222 −− =a2, 

2 )h)(ah(b 2222 −− =2h2−b2. 

2h2−b2≥0; h2≥
2

b2

; h≥
2

b , 

4(b2a2–b2h2–a2h2+h4)=4h4+b4–4h2b2; 4b2a2–b4=4a2h2, 

h2=
2

222

4a
)b4a(b − ; h=

2a
b 22 b4a − ; 

V=S ABC∆ ⋅h=
4

3a2
⋅

2a
b4ab 22 − =

8
ab 22 b312a − . 

678. Построим А1О ⊥ плоскости АВС, точка О — центр правильного 
∆АВС. Отрезок ОА — радиус описанной около 
∆АВС окружности. 

По теореме синусов: 
Asin

BC
∠

=2R=2AO,  

отсюда АО=R=
°60sin2

m =

2
32

m

⋅
=

3
m . 

Из прямоугольного ∆А1ОА найдем высоту призмы А1О=Rtgϕ=
3

m ⋅tgϕ. 

S ABC∆ =
4

3m2
; V=S ABC∆ ⋅А1О=

3
 tgm ϕ ⋅

4
3m2

=
4
tgm3 ϕ

. 

679. Наклонные А1В, А1А, А1С равны по условию. Т.к. А1 
равноудалена от А, В и С, то проекция точки А1 на плос-
кость АВС — это точка О, которая является цент-ром 
описанной около ∆АВС окружности. Тогда, точка О — 
середина гипотенузы ВС, А1О⊥ВС. А1О — высота призмы. 
∆А1ОА — равнобедренный прямоугольный, А1О=АО. 

ВС= 22 247 + = 57649 + = 625 =25 см. 

ОС=ОВ=ОА=
2
25  см. Высота призмы ОА1= 2

25  см. 

S ABC∆ =
2
1 АВ⋅АС=

2
247 ⋅ =84 см2. V=S ABC∆ ⋅ОА1=84⋅

2
25 = 

=42⋅25=1050 см3. 
680. Построим В1М⊥ВА и В1N⊥ВС. ∆В1ВМ=∆В1ВN 
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(по гипотенузе и острому углу). Значит, 
В1М=В1N. 
Построим В1О ⊥ плоскости ABC, 

отрезки ON и OM. Из равенства наклонных 
В1М и В1N следует равенство их проек-
ций, ОМ=ON, то есть точка О лежит на 
биссектрисе угла АВС. 
Из ∆В1ВМ: ВМ=сcosϕ, ВО=ВМ 2 =с 2 cosϕ. 
Из прямоугольного ∆В1ВО: 

В1О= 22
1 BOBB − = ϕ⋅⋅− 222 cos2cc = 

=с ϕ− 2cos21 =с ϕ− cos2 . В1О — высота параллелепипеда. SABCD=ab; 

V=SABCD⋅В1О=abc ϕ− cos2  (2ϕ>90°, cos2ϕ<0; — cos2ϕ>0). 

681. SABCD=
2
1
⋅AC⋅BD=

2
1
⋅6⋅8=24 см2. 

Вычислим высоту параллелепипеда. 
Боковое ребро ВВ1 составляет со 
смежными сторонами основания равные 
углы; обозначим ∠В1ВА=∠В1ВС=α . 
Проведем В1М⊥ВА и B1N⊥ВС. 

∆В1ВМ=∆В1BN (по гипотенузе и острому углу). 
Тогда, В1М=В1N. Проведем В1О ⊥ плоскости 
ABCD, отрезки ON и ОМ. ON=OM (как проекции 
равных отрезков). Точка О равноудалена от сторон 
ромба ВС и ВА, то есть она лежит на биссектрисе 
угла АВС, а в ромбе биссектрисой угла служит 
диагональ ромба, значит, точка О лежит на 
диагонали ромба DB. В1О — высота параллелепипеда. 
По свойству диагоналей ромба ∠ASB=90° и B1S=3, A1S=4. Следователь-

но, сторона ромба В1А1= 22 43 + =5 см. 

S A1A1BB =ВА⋅В1М=24; 5⋅В1М=24; В1М=
5
24  см. 

Из прямоугольного треугольника ∆В1МВ: 

ВМ= 2
1

2
1 MBBB − = 22 )

5
24(5 − =

25
576625− =

5
7  см 

Из ∆АВТ: cosβ =
5
4  

Из ∆МОВ: ВО=ВМ⋅
βcos

1 =
4
7

4
5

5
7

=⋅  см. 
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Из прямоугольного треугольника ∆В1ОВ: 

В1О= 22
1 BOBB − =

16
4952 − =

16
491625 −⋅ =

4
351 =

4
3 39 =см. 

V=SABCD⋅В1О=24⋅
4
393 =18 39  см3. 

682. Пусть α  и β  — плоскости оснований приз-
мы. Проведем плоскость γ, перпендикулярно бо-
ковым ребрам призмы. Далее, осуществим парал-
лельный перенос фигуры, ограниченной плос-
костями β, γ и боковыми ребрами призмы так, 
чтобы плоскость α совместилась с плоскостью β. 
Получим прямую призму, боковая сторона которой равна боковой стороне 
исходной призмы, а осно-вание является сечением исходной призмы плос-
костью, перпендикулярной боковым ребрам. 
По свойствам аддитивности объема V1=V2, где V1 и V2 соответственно 

объемы исходной и полученной призмы. V2=S l, где S — площадь 
основания, что и требовалось доказать. 

683. Обозначим l — длина бокового ребра призмы, а 
расстояние между боковыми ребрами равны a, b, c. 
По замечанию в п. 68 объем призмы можно вычислить 

по формуле V=S⊥⋅l, где S⊥ — площадь перпендикуляр-
ного (к боковым ребрам) сечения призмы. Треугольник, 
составленный из отрезков а, b и с, является 
перпендикулярным сечением. 

S⊥= c)b)(pa)(pp(p −−− , где р=
2

30+13+37 =
2

80 =40 см. 

S⊥= 30)-13)(40-37)(40-40(40 = 1027340 ⋅⋅⋅ =20⋅9=180 cм2. 
Sбок=l ⋅ a+l ⋅ b+l ⋅ c=480 см2  

l(a+b+c)=480 

l= 6
80
480

cba
480

==
++

 

V=S⊥l=180⋅6=1080 см3. 

684. а) Sосн=32=9 м2; V=
3
1 SоснН=

3
1 ⋅9⋅2=6 м3; 

б) h=2,2 м=220 см. 

S ABC∆ =
2
1 ВА⋅ВСsin30°=

2
1 20⋅13,5

2
1 =67,5 см2, 

V=
3
1

Sоснh=
3
1 ⋅67,5⋅220=22,5⋅220=4950 см3. 

685. h=12 см, x=13 см. 
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Sосн= 4
3x2

=
4

3132
=

4
3691 , 

V=
3
1  Sоснh=

3
1 ⋅

4
3691 ⋅12=169 3  см3. 

686. а) DO — высота пирамиды. 
Из прямоугольного треугольника ∆ADO: DO=H=lsinϕ . 

Точка О — центр ∆АВС, ОА — радиус описанной 
около ∆АВС окружности. 

По теореме синусов: 
°sin60

BC =2ОА, ОА=lcos ϕ . 

ВС=2⋅
2
3 ⋅l⋅cosϕ = 3 lcosϕ . 

S ABC∆ =
4

3BC2
=

4
3cosl)3( 222 ϕ =

4
33 l2cos2ϕ . 

V=
3
1 S ABC∆ ⋅Н=

3
1 ⋅

4
cosl33 22 ϕ ⋅lsinϕ=

4
3 l3sinϕcos2ϕ=

8
3 l3sin2ϕ cos ϕ . 

б) ∆ADC — равнобедренный. ∠D=180°−2 α . 
По теореме косинусов имеем: 
АС2=l2+l2–2⋅l⋅l⋅cos(180°–2 α )=2l2(1+cos2 α )= 

=2l2(1+2cos2 α −1)=4l2cos2 α , 

АС= α22 cosl4 =2l |cosα |=2l cosα ; 

S ABC∆ =
4

3AC2
=

4
3)(2lcos 2α = 3 l2 cos2α . 

Вычислим длину отрезка ОА, ОА=R, где R — радиус окружности, описан-

ной около ∆АВС. 
°sin60

AC =2АО; ОА=

2
32

AC

⋅

=
3

AC =
3

2lcosα . 

Из ∆ADO: DO=H= 22 AOAD − =
3

cosl4l
22

2 α
− =

3
l

α− 2cos43 . 

V=
3
1 S ABC∆ Н=

3
1 3 l2 cos2α

3
l

α− 2cos43 =
3
1

l3 cos2α α− 2cos43 ; 

в) ∆BDC — равнобедренный. По теореме косинусов: 

ВС2=l2+l2–2⋅l⋅l⋅cos β =2l2(1–cos β )=2l22sin2

2
β ; BC=

2
sinl4 22 β =2l sin

2
β . 
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S ABC∆ =
4

3BC2
=

4

3sin4l
2

22 β

= 3 l2sin2

2
β . 

В треугольнике ∆АВС: ОА — радиус описанной окружности: 

°sin60
BC =2ОА; ОА=

2
32

BC

⋅
=

3
BC =

3

sin2l
2
β

. 

Из прямоугольного ∆AOD: 

Н= 22 AOAD − =
3

sin4l
l 2

22
2

β

− =
3

sin4l-3l
2

222 β

=
3
l

2
sin43 2 β− . 

V=
3
1 S ABC∆ ⋅Н=

3
1 3 l2 sin2

2
β ⋅

3
1

2
sin43 2 β− =

3
1 l3 sin2

2
β

2
sin43 2 β− . 

687. Из треугольника ∆BCD найдем боковое реб-
ро. Обозначим DB=DC=DA=d. По теореме коси-

нусов: а2=d2+d2−2d2⋅ cos ϕ =2d2(1−cosϕ)=2d22sin2

2
ϕ

;  

a=2d sin
2
ϕ ; d=

2
sin2

a
ϕ . 

Построим DO ⊥ плоскости АВС. 

DO=H= 22 OAd − , ОА — радиус окружности, описанной около ∆АВС. 

По теореме синусов имеем: 
°sin60

a
=2ОА; ОА=

°2sin60
a

=
3

a
. 

Н=
3

a-
4sin

a 2

2
2

2

ϕ
=а⋅

32sin

4sin-3

2

2
2

⋅ϕ

ϕ

. 

V=
3
1 S ABC∆ H. S ABC∆ =

4
3a2

, поэтому 

V=
3
1 ⋅

4
3a2
⋅

⋅ϕ

ϕ

2

2
2

sin32

4sin-3a
=

⋅ϕ

ϕ

2

2
23

24sin

4sin-3a
. 

688. Пусть О — точка пересечения диагоналей. По-
строим ОЕ⊥DC. По теореме о трех перпендикулярах 
SE⊥DC. Таким образом, ∠OES=β — линейный угол 
двугранного угла при основании. 
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а) ОЕ=
βtg
н =Н ctgβ , AD=2OE=2H ctgβ . 

SABCD=AD2=4H2ctg2 β . V=
3
1 SABCDH=

3
1 ⋅4H2 ctg2 β Н=

3
4 ⋅H3 ctg2 β . 

б) SO — высота пирамиды. Проведем ОЕ перпендикулярно DC, отрезок 
SE. По теореме о трех перпендикулярах SE перпендикулярно DC. 
В правильной пирамиде боковые ребра равны, ∆DSC — равнобедрен-

ный, высота SE — биссектриса и медиана. 

Из треугольника ∆DSE: 
2
m ⋅

SE
1 =tg

2
α , SE=

2
2tg

m
α . 

Из треугольника ∆SOE: 

SO=H= 22 OESE − =
4

m

tg4

m 2

2
2

2
−

α
= 1)

tg

1(
4

m

2
α2

2
− = 

=
2
m

1
2
αctg2 − =

2
m

2
2

2
2

2
2

sin

sincos
α

αα −
=

2
sin2

m
α

αcos . 

Площадь SABCD=m2. 

V=
3
1 SABCDH=

3
1

m2

2
sin2

m
α

αcos =

2

3

sin6

m
α

αcos . 

689. SO перпендикулярна плоскости ABCD, SO — 
высота пирамиды. В правильной пирамиде все 
боковые ребра равны. OD — проекция SD на 
плоскость основания, ∠SDO= ϕ . 

Из ∆SOD: SO=m sin ϕ ; OD=m cos ϕ ; BO=OD, 
BD=2m cos ϕ . 
Обозначим сторону основания за х. Следователь-

но, х 2 =2m cos ϕ ; х= 2 m2cos2 ϕ . 

V=
3
1 SABCDSO=

3
1 2m2cos2ϕmsinϕ=

3
2 m3cos2 ϕ  sin ϕ . 

690. Построим ОВ⊥А5А6. По теореме о трех 
перпендикулярах SB ⊥ А5А6. ОВ=r, r — радиус 
вписанной в основание окружности; r=6:2=3 (см). 
Обозначим х — сторона основания. 

Как известно, r=
2

3х2
, отсюда х=

3
r2 ⋅ =2 3  см. 

S 6OA5A∆  =
2
1 ⋅А5А6⋅ОВ=

2
1 хr=

2
1 ⋅2 3 ⋅3=3 3  см2. 

D 
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Sосн=6⋅S 6OA5A∆ =6⋅3 3 =18 3  см2. 

Вычислим высоту пирамиды из ∆SOB. 

SO= 22 OBSB − = 22 rSB − = 22 9SB − . 

Из равнобедренного ∆SA5A6 найдем SB. (Т.к. SB — высота в равнобед-

ренном треугольнике, то она является медианой, А5В=ВА6= 2
1 х= 3  см.) 

SB= 2
6

2
6 BASA − = 22 )3(13 − = 3169− = 166  см. 

Из ∆SBO: SO= 9166− = 157  см. 

V=
3
1 SоснSO=

3
1 ⋅18

2
b ⋅ 157 =6 471  см3. 

Найдем площадь боковой поверхности. Sбок=6⋅S 6OA5A∆ , 

S 6OA5A∆ =
2
1 ⋅А5А6⋅SB=

2
1 х⋅SB=

2
1 ⋅2 3 ⋅ 166 = 1663 ⋅ = 498  см2. 

Sбок=6 498  см2. 
691. Построим SO перпендикулярно плоскости 

АВС; SO — это высота пирамиды. ∆SOA=∆SOB= 
=∆SOC, они прямоугольные, SO — общий катет, они 
имеют равный острый угол. Тогда, ОВ=ОС=ОА=R, 
где R — радиус описанной окружности. 

Bsin
АС
∠

=2R;  R=
B2sin

АС
∠

=
B2sin

10
∠

=
Bsin

5
∠

. 

По теореме косинусов в треугольнике ∆АВС: 
102=132+132–2⋅13⋅13⋅cos∠B, 

100=2⋅132—2⋅132⋅cos∠B;  2⋅169⋅cos∠B=338–100;  cos∠B=
1692

238
⋅

=
169
119 . 

sin∠B= Bcos1 2∠− = 2

2

169
1191− =

169
1 14400 =

169
120 . 

Значит, R=ОВ=
120
1695 ⋅ =

24
169 . 

Из треугольника ∆SOB найдем высоту SO: SO=
otg30

R =R 3 =
24

169 3 . 

S ABC∆  = 13)-13)(р-10)(р-р(р , где р=
2

13+13+10 =
2

36 =18 см. 

S ABC∆ = 55818 ⋅⋅⋅ = 82925 ⋅⋅⋅ =5⋅3⋅4⋅=60 см2. 
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V=
3
1

S ABC∆ SO=
3

1
⋅60⋅

24
3169 =

23
53169

⋅
⋅ =

6
3845  см3. 

692. Построим высоту пирамиды DE. Т.к. все 
ребра одинаково наклонены к плоскости 
основания, то ∆DEA=∆DEB=∆DEC. Поэтому 
ЕА=ЕВ=ЕС=R, R — радиус описанной окруж-
ности. Значит, точка Е — это середина гипоте-
нузы АВ, плоскость ADB ⊥ плоскости АВС. 

S ABC∆ =
2
1 ab; АВ= 22 ba + ; ВЕ=

2
1 22 ba + . 

BE
DE =tg ϕ ; DE=BEtgϕ=

2
tgba 22 ϕ⋅+ . 

V=
3
1 S ABC∆ DE=

3
1 ⋅

2
1 ab⋅

2
ba 22 + ⋅tg ϕ =

12
ab ⋅tg ϕ 22 ba + . 

693. SO — высота пирамиды. ∆SOA=∆SOB= 
=∆SOC=∆SOD. Тогда ОА=ОВ=ОС=OD и 
высота проектируется в точку пересечения 
диагоналей прямоугольника ABCD. 

OC=ВО=ОА=
2
b  (по свойству диагоналей пря-

моугольника). 

S AOB∆ =
2
1 ⋅ОВ⋅ОА⋅sinα. 

S BOC∆ =
2
1 ВО⋅ОСsin(180°−α)=

2
1 ОВ⋅ОСsinα. 

S AOB∆ +S BOC∆ =2 ⋅
2
1 ⋅ОВ⋅ОА⋅sinα=OB ⋅ OA ⋅ sinα = α⋅sin

4
b2

 

SABCD=2⋅S ABC∆  =
2
sinb2 α . 

Обозначим∠OAS=β , следовательно, tgβ =
АO
SO =

2
b

SO =
b
2 SO. 

V=
3
1

SABCDSO; V=
3
1 ⋅

2
sinb2 α ⋅SO, SO=

αsinb
V6

2 , 

tgβ =
b
2 ⋅

αsinb
V6

2 =
αsinb

V12
3

; β =arctg
αsinb

V12
3

. 

694. Построим линейные углы двугранных углов при основании и высоту 
пирамиды SO; ON⊥DC, OK⊥BC, OL⊥AB и OM⊥AD. 
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По теореме о трех перпендикулярах SN⊥DC, 
SK⊥BC, SL⊥AB, SM⊥AD. ∆SOM=∆SON=∆SOK= 
∆SOL (по катету и острому углу). Следовательно, 
ОМ=ON=OK=OL=r, r — радиус вписанной в 
основание окружности. 
Треугольник ∆SON — равнобедренный, SO=ON= 

=1,5 см. 
SABCD=AD⋅МК=6(1,5⋅2)=6⋅3=18 (см2). 

V=
3
1 SABCDSO=

3
1 ⋅18⋅1,5=6⋅1,5=9 (см2). 

695. а) Построим высоту DE, отрезки ЕА, ЕВ, ЕС. 
∆DEA=∆DEB=∆DEC. Тогда ЕА=ЕВ=ЕС=R, R 

— радиус окружности, описанной около ∆АВС. 
Значит, точка Е является серединой ВС, 

плоскость CDB ⊥ плоскости АВС; СЕ=ЕВ=
2
c . 

Из треугольника DEB: 
EB
DE =tgθ, DE=

2
c ⋅tgθ. 

В треугольнике АВС: АС=с sin ϕ , AB=c cos ϕ ; 

S ABC∆ =
2
1 AC⋅AB=

2
1 c2 sin ϕ  cos ϕ . 

V=
3
1 S ABC∆ DE=

3
1 ⋅

2
1 ⋅c2 sinϕ  cosϕ ⋅

2
c tgθ=

24
sin2tgc3 ϕθ . 

б) Проведем OL⊥AB, ОК⊥СА, ОМ⊥СВ. 
По теореме о трех перпендикулярах имеем DL⊥AB, 
DM⊥CB, DK⊥CA. ∆DOL=∆DOK=∆DOM. Тогда, 
ОМ=ОК=OL=r, r — радиус вписанной в ∆АВС ок-

ружности. r=
p
S , p=

2
121010 ++ =16 см. 

S= 12)-10)(р-10)(р-р(р = 46616 ⋅⋅⋅ =48 см2. 

а=r=
16
48 =3 (см). Из ∆DOL: DO=OL=3 см. V=

3
1 S ABC∆ ⋅DO=

3
1 ⋅48⋅3=48 см3. 

в) AS⊥SC, AS⊥SB 
AS перпендикулярна плоскости BSC, AS — 

высота пирамиды. 

S∆CSB=
2
1 ab. V=

3
1 S∆CSBAS=

3
1 ⋅

2
1 ab⋅c=

6
abc . 

696. DA — высота пирамиды. 
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Построим АК⊥ВС, отрезок DK. По теореме о 
трех перпендикулярах DK⊥BC, ∠AKD=60° — ли-
нейный угол двугранного угла DBCA.  

S ABC∆ = BC)-АC)(р-АB)(р-р(р  
∆ ABC — прямоугольный по теореме Пифагора (202+ 

+212=292). Следовательно, ABC= ⋅
2
1 20⋅21=210(см2) и 

точка К совпадает с В. 

С другой стороны, S ABC∆ =
2
1 ВС⋅АК=210, АК=

2
1 =20 (см). 

Из ∆DAВ: 
AВ
DA =tg60°= 3 , DA=20 3  (см). 

V=
3
1 S ABC∆ DA=

3
1 ⋅210⋅20 3 =70⋅20 3 =1400 3  (см3). 

697. V=
3
1

h(S+S1+ 1SS ), где h=O1O, S=S ABC∆ , S1=S 1C1B1A∆ . 

Проведем МТ перпендикулярноAN. TN= 

=ON–O1M, ON=
32

BC
, O1M=

32
CB 11 . 

ON=
32

a
, O1M=

322
a
⋅

=
34

a , 

TN=
32

a
–

34
a =

34
a . 

Из ∆MTN: MT=O1O= 22 TNMN − =
48
aa

2
2 − =

4
a

3
47 . 

S ABC∆ =
4

3a2
; S 1C1B1A∆ =

4

a3)( 22
2
1

=
16

3a2
. 

V=
3
1 ⋅

4
a ⋅

3
47 ⋅(

4
3a2

+
16

3a2
+

16
3a

4
3a 22
⋅ )=

4434
747a3

⋅⋅⋅
⋅ =

192
a477 3

. 

698. Построим С1М⊥А1В1 и CN⊥AB, отрезок MN. 
Т.к. АВ⊥CN и АВ⊥С1С, то плоскость С1СNM⊥AB, 
MN⊥AB, MN — апофема. Проведем МТ⊥CN, МТ — 
высота пирамиды. ∠MNT= ϕ  — линейный угол 
двугранного угла МАВС. 

С1М=МВ1=
2

n ; CN=NB=
2

m . 
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TN=CN−C1M=
2

m −
2

n =
2
n-m . 

В ∆MTN: 
TN
MT =tg ϕ , MT=TN tg ϕ =

2
n-m tg ϕ . 

АВ=АС 2 , m=AC 2 , AC=
2

m . 

S ABC∆ =
2
1 ⋅

2
m 2

=
4

m4
. S 1C1B1A∆ =

4
n 2

. 

V=
3
1 MT (S ABC∆ +S 1C1B1A∆ +

111 CB∆А∆ААB SS ⋅ ); 

V=
3
1 ⋅

2
n-m tg ϕ  (

4
m 4

+
4

n 2
+

44
nm 22

⋅
⋅ )=

6
n-m tg ϕ  (

4
nm 22 + +

4
mn )= 

=
24
1 ⋅tg ϕ  (m−n)(m2+mn+n2)=

24
)n(m 33 − ⋅tg ϕ . 

699. Построим высоту пирамиды DO. ∆DOA=∆DOB=∆DOC (по гипотенузе 
и катету). Тогда, ОА=ОВ=ОС. Точка О равно-
удалена от вершин ∆АВС, таким образом, является 
центром описанной около ∆АВС окружности. В 
прямоугольном треугольнике центр описанной 
окружности — это середина гипотенузы. 
∆А1В1С1∼∆АВС (т.к. плоскости А1В1С1 и АВС 

параллельны по условию, таким образом, 

А1В1||AB, В1С1||BC, А1С1||АС), поэтому А В
АВ

1 1 = В С
ВС
1 1 = А С

АС
1 1 . 

∆DО1B1∼∆DОB — имеют общий острый угол при D, 
DO

DO1 =
OB

BO 11 = 

=
DB
DB1 . ∆DA1B1∼∆DAB, 

DА
DА1 =

АB
BА 11 =

DB
DB1 =

DB

DB
2
1

=
2
1 . 

Таким образом, 
DO
DO1 =

АB
BА 11 =

2
1 . 

Площади подобных фигур относятся как квадраты сходственных сторон, 

поэтому 
∆ААB

CB∆А

S
S

111 = А В
АВ

1 1⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
4
1 . S∆ABC=

2
1 ⋅24⋅18=216 дм2. 

S 1C1B1A∆ =
4
1 S ABC∆ =

4
216 =54 дм2 

Вычислим высоту усеченной пирамиды О1О. 

АВ= АС СВ2 2+ = 22 1824 + = 324576 + = 900 =30 дм.  
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∆ADB — равнобедренный, DA=DB=25 дм. 

Из треугольника ∆DOB: DO= DB ОВ2 2+ = 22 1525 + = 400 =20 дм; 

О1О=
2
1 DO=10 дм. V=

3
1 О1О(S∆ABC+S 1C1B1A∆ +

111 CBAABC SS ΛΛ ⋅ ); 

V=
3
1 ⋅10⋅(216+54+ 54216 ⋅ )=

3
10 (270+ 2274227 ⋅⋅⋅⋅ )=

3
10 (270+27⋅4)= 

=
3

10 (270+108)=10⋅126=1260 дм2 

700. A1D1=4 см, AD=6 см, S C1C1AA∆ =15 см2. SABCD=AD2=62=36 (см2); 
S 1D1C1B1A∆ =A1D1

2=42=16 (см2). О1О — высота пирамиды. 
А1С1||АС, поэтому сечение АА1С1С —равнобедренная трапеция. 

S C1C1AA∆ =15=
2

АC+CА 11 О1О, где О1О — высота пирамиды и высота 

сечения. 
А1С1=4 2 ; АС=6 2 . 

15=
2

2624 + О1О, О1О=
25

15 =
2

3 . 

V=
3
1 O1O(SABCD+S 1D1C1B1A∆ +

111 CBAABC SS ΛΛ ⋅ ); 

V=
3
1 ⋅

2
3 (36+16+ 1636 ⋅ )=

2
1 (52+24)=

2
76 =

2
276 =38 2  см2. 

701. а) Дано: h=3 см, r=1,5 см. V=
3
1 πr2h=

3
1 π⋅2,25⋅3=2,25π (см3); 

б) Дано: r=4 см, V=48π см3. V=
3
1 πr2h, h=

2r
V3

π
=

16
483
⋅π
π⋅ =9 (см); 

в) Дано: h=m, V=p. V=
3
1 πr2h, p=

3
1 πr2m, r2=

m
р3

π
, r=

m
р3

π
. 

702. РО=5 см, РО1=2 см; РО — высота конуса. 
∆РО1А1∼∆РОА, О1А1=r1, 

Тогда: 
11

1
OА

PO =
OА
PO , 

1r
2 =

OА
5 =

r
5 . 

V1= 3
1 πr1

2 PO1=24, 
3
1 πr1

2⋅2=24, r1
2=

π
63 , 

r1=
π

6
 см. 

π

6
2 =

r
5 , откуда r=

2
56
⋅π

⋅ =
π

15  см. 
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V=
3
1 πr2 РО=

3
1 ⋅π⋅

π
225 ⋅5=75⋅5=375 см3. 

703. V=
3
1 πr2h, где r — радиус основания, h — высота конуса. 

πr2=Q, откуда r2=
π
Q . Sбок=Р=πrl, где l — образующая. 

h= 22 rl − . Р=π
π
Q ⋅l, l=

Q
P
π

. 

h=
π

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

π

Q
Q

P
2

=
π

−
π

Q
Q

P2
=

Q
QP 22

π
− . 

V=
3
1 πr2h=

3
1 Q⋅

Q
QP 22

π

−
=

3
1 )QP(Q 22 −

π
=

π
−π

3
)QP(Q 22

. 

704. V=
3
1 πr2H=

3
1 π⋅

4
H2

⋅H=
12
H3π . 

705. Обозначим образующую SB=d, радиус основания 
ОB=r. 

Из треугольника ∆SOB: SO=H= 22 rd − = 22 r13 − = 

2r691 − , тогда S ASB∆ =60=
2
1 Н⋅АВ=

2
2Hr ⋅ =Н⋅r. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

60.=Hr
,r691=H 2
 

Н=60⋅
r
1 , 

r
60 = 2r691 − , r4−169r2+3600=0. 

(r2)1,2= 2
1440028561169 −± =

2
119169 ± , 

r2=
2

288 =144, r=12 см, r2=
2

119169 − =25, r=5 см. 

при r1=12 см Н1= 12
60 =5 см, при r2=5 см Н2= 5

60 =12 см. 

V1= 3
1 πr2H=

3
1 ⋅π⋅122⋅5=240π см3, V2= 3

1 πr2H=
3
1 ⋅π⋅52⋅12=100π см3. 

706. Дано: h=12 см, V=324π см3. 

V=
3
1 πr2h, r2=

h
V3
π

=
12

3243
⋅π

π⋅ =81, 
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r=9 (см). α=
l

r360 ⋅° . 

l= 22 r+h = 22 9+12 = 81+144 = 

=15 (см). α=
15

9360 ⋅° =216°. 

707. Имеем Sполн=Sосн+Sбок, Sосн=πr2, 
Sбок=πrl. 

45π=πr2+πrl, отсюда 45=r2+rl, где r — радиус основания; а l — образую-
щая конуса. 

α=
l

r360 ⋅° . 60°=
l

r360 ⋅° , 60°⋅l=360°⋅r, l=6r. 

Запишем систему: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

6r.=l
45,=rlr2

r2+6r2=45, r2=
7
45 . 

h= 22 rl − = 22 r(6r) − =r 35 =
7

1 3545 ⋅ =15 дм. 

V=
3
1 π⋅

7
45 ⋅15=π⋅

7
545 ⋅ =

7
225π  дм3. 

708. Имеем V=
3
1 πh(r2+r1

2+rr1), где h — вы-

сота; r и r1 — радиусы оснований конуса. 
О1С=r1, ОВ=r. Построим CL⊥AB, CL=O1O=h. 
LB=r−r1=6−3=3 м. 

Из треугольника CBL: CL= 22 BLCB − = 22 3l − = 925− = 16 =4 м, 

V=
3
1 π⋅4(32+62+3⋅6)=84π м3. 

709. Имеем V=
3
1 π(r2+r1

2+r1r)h. 

Sбок=S=π(r+r1)l, где h — высота; а l — обра-
зующая; r и r1 − радиусы оснований конуса. 
О1С=r1, ОВ=r, LB=r−r1. 
Из треугольника CBL: h2+(r−r1)2=l2. 
Запишем систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

⋅π

,h-l)r-(r

),r+l(r=S
222

1

1  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

⋅π

,h-lr-r

),r+l(r=S
22

1

1
 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

π

,r-rh-l

,r+r=

1
22

1l
S

, 

Тогда 2r=
l

S
π

+ 22 h-l , r=
2
1 (

l
S
π

+ 22 h-l ), 



 133 

r1 = l
S
π
−

2
1 ⋅

l
S
π
−

2
1 22 h-l =

2
1 (

l
S
π
− 22 h-l ). 

r2+r1
2+rr1=(r+r1)2–2rr1+rr1=(r+r1)2–rr1=(

l2
S
π

+
2

h-l 22
+

l2
S
π

–
2

h-l 22
)2– 

–
2
1 (

l
S
π

+ 22 h-l )
2
1 (

l
S
π

– 22 h-l )=(
l

S
π

)2−
4
1 ((

l
S
π

)2−( 22 h-l )2)=
4
3 (

l
S
π

)2+ 

+
4
1 (l2−h2)=

4
1 (

22

2

l
3S
π

+l2–h2). V=
3
1 πh⋅

4
1 (

22

2

l
3S
π

+l2−h2)=
12

hπ (l2−h2+
22

2

l
3S
π

). 

Sсеч=SABCD=
2

AB+DC h=
2

r22r 21 + h=h(r1+r2)=h(
l2

S
π

+
2

h-l 22
+

l2
S
π
− 

–
2

h-l 22
)=h

l
S
π

. 

710. а) Дано: R=4 см. V=
3
4 πR3, S=4πR2. 

V=
3
4 π⋅64=

3
256π  см3, S=4π⋅16=64π см2; 

б) Дано: V=113,04 см3, V=
3
4
πR3, 

R3=
 4

3V
π

=
 4

113,043
π

⋅ =
 4

339,12
π

≈27, R= 3 27 =3 см, S=4πR2≈36π см2; 

в) Дано: S=64π см2. S=4πR2, 64π=4πR2, R2=16, R=4 см, 

V=
3
4 πR3=

3
44 3⋅π =

3
256π  см3. 

711. VЗ= 3
4 πRЗ

3, DЗ=2R3, VЗ= 3
4 π⋅

8
D3

3 =
6
D3

3π
; Vл= 3

4 πRл
3, Dл=2Rл, 

Vл= 6
D3
лπ . 

л

9
V
V

= 3
л

3
3

D
D , если DЗ=4DЛ, то 

л

3
V
V

= 3
л

3
л

3

D
D4 =64. 

712. VШ=
3
4 πR3, VЦ=πr2h, DШ=DЦ, то есть 2R=2r, отсюда R=r. По усло-

вию VШ=VЦ. 
3
4 πR3=πR2h, 

3
4 R=h. 

713. h=12 см, r=
2
5 =2,5 см. VК=

3
1 πr2h=

3
1 π⋅6,25⋅12=25π см3. 

VШ=
3
4 πR3, R=

2
D ; VШ=

6
D3π , D=5 см, VШ=

6
125π  см3. 
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Надо сравнить объемы конуса и шара: 25π и 

V
6

125π
, 150 и 125. Т.к. 150>125, то 25π>

6
125π

, 

VК>VШ, то есть растаявшее мороженое уместится в стаканчике. 

714. VЦИЛ=πr2h, Vводы=πr2h0=π(
2
D )2⋅h0= 4

D2π h0. 4 опущенных шарика 

занимают объем: 4(
3
4 πr3

Ш)=
3

16 π(
2

Dш )3=
3
D2 3
шπ =

3
2π  см3. 

Т.к. объем шариков равен объему 

вытесненной воды, то: π
4

D2
∆ h=

3
2π ; 

∆ h=
75
32

)5,2(3
4

D3
8

22 == . 

715. Пусть АС=h, AB=r, r — радиус 
клумбы; примем радиус шара равным Rмх. Рассмотрим 
центральное сечение шара. СD=2R, ∠CBD=90°, т.к. он 
опирается на диаметр CD. 
Из треугольника CDB: СВ=2R cosα; из ∆АСВ: 

cosα=
CB
AC =

22 r+h

h . 

Получили уравнение: 2R
22 r+h

h = 22 r+h , 2Rh=h2+ 

+r2, R=
h2

r+h 22
 (h=0,6 м), R=

6,02
2536,0

⋅
+ =

2,1
36,25 =

15
317  м. 

VСЕГМ=πh2(R−
3
1 h) ( )

125
924

253
3143

15
314

25
9

5
1

15
3176,0 2 π

=
⋅

π⋅
=⋅π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −π⋅  

716. Cечение шаров проходит через их центры О и О1. Хорда АВ⊥ОО1, 
ОО1=r, r — радиусы шаров. Общая часть 
заштрихована и состоит из двух одинаковых 
шаровых сегментов. Их объемы: 

V=πh2(R−
3
1 h), где h=КО1= 2

1 r, R=r. 

V=π
4

r 2
(r–

3
1 ⋅

2
1 r)=

4
r 2π (r–

6
r )=

24
r5 3π . 

Vобщ=2V=
12

r5 3π . Объем шара V=
3
4 πr3. 

V
Vобщ =

12
r5 3π :

3
r4 3π =

124
35

⋅
⋅ =

16
5 . 

717. МВ=60 см. СА=2R=2⋅75=150 см. 
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Обозначим СМ=h. Обозначим ∠АСВ=ϕ , 

следовательно, из ∆АСВ: СВ=СА cosϕ =2R cos ϕ . 
С другой стороны, из треугольника СМВ: 

СВ= 22 60+h , cosϕ =
CB
CМ =

22 60+h

h . 

2R
22 60+h

h = 22 60+h , 2Rh=h2+602, h2–2Rh+3600=0, 

h1,2=R± 3600-R2 =75± 3600-5625 =75±45; h1=120 см, h2=30 см. 

V1=πh2
1(R− 3

1 h1)=π⋅1202(75−
3
1
⋅120)=π⋅14400⋅35=504000π см3; 

V2=πh2
2(R−

3
1 h2)=π⋅302(75–

3
1 30)=π⋅900⋅65=58500π см3. 

718. АВ=2R, АМ=MN=NB=
3
1 AB=

3
R2 . 

Объем шарового слоя найдем как разность объемов шаровых сегментов, вы-
соты которых NA и MA. 

V1=π⋅NA2(R–
3
1 NA)=π(

3
R4 )2⋅(R–

3
1 ⋅

3
R4 )=

81
165 ⋅ πR3; 

V2=π⋅MA2(R–
3
1 MA)=π(

3
R2 )2⋅(R−

3
1 ⋅

3
R2 )=

81
47 ⋅ πR3; 

Vшар слоя=V1–V2=(
81
80 –

81
28 )πR3=

81
52 πR3. 

719. Имеем CD⊥AB, АМ=6 см, МВ=12 см. 
Рассмотрим сечение шара плоскостью большого круга. АВ — диаметр 

шара, АВ=6+12=18 см, R=9 см. Полученные части — шаровые сегменты. 

V1=π⋅AМ2(R–
3
1 AМ); V2= 3

4 πR3–V1. 

V1=π⋅62(9–
3
1 6)=36π(9–2)=252π см3. 

V2= 3
4 π⋅93–252π=

3
9814 ⋅⋅π –252π=972π–252π=720π см3. 

720. Пусть R — радиус шара, r — радиус основания 
сегмента. Вычислим высоту сегмента Н=РО1, ОР=R. 
Из прямоугольного треугольника ∆ОО1М: 

ОО1= 2
1

2 МOOМ − = 22 rR − = 22 6075 − =45 см 

Н=РО1=ОР−О1О=75−45=30 см. 
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V=
3
2 πR2Н=

3
2 π⋅752⋅30=π⋅20⋅5625=112500π см3. 

721. Имеем ∠ВОА=30°. Тогда ∠ВОС=60°, ОВ=ОС=R, ∆ВОС — равно-
сторонний, сторона ВС отсекает от радиуса ОА отрезок DA, равный высоте Н 
соответствующего шаровому сектору сегмента. 

Н=AD=АО−OD=R−R⋅
2
3 =R(1−

2
3 ). 

V=
3
2 πR2H=

3
1 πR3(2− 3 ). 

722. Sшара=4πR2. На сушу приходится 
4
1

 часть поверхности шара, т.е. 

Sсуши=π⋅63752≈1,28⋅108 км2=128⋅106 км2. 
723. S=4πR2; S=4π⋅102=400π см2. 1% составит 4π см2, 8% — 32π см2. 

S=400π+32π=432π≈1357 см2. 

724. Имеем Sсф=4πR2=4π(
2
D )2=4π

4
D2

=πD2; 

Sполн кон=Sосн+Sбок. 

Из треугольника АОР: cos∠A=
PA
OA =

l
r

=
2
1

, ∠A=60°. 

OA=r=H⋅
°tg60

1 =
3

H ; Sосн=πr2=π⋅
3

H2
. 

l=2⋅
3

H . Sбок=πrl=π⋅
3

H ⋅
3

2H =π⋅
3

2H 2
, 

Sполн кон= 3
H 2π +

3
H2 2π =

3
H3 2π =πН2. 

По условию Н=D, т.е. Sсф=Sполн кон,. 
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Вопросы к главе VII 
1. а) V2>V1; б) V1=V2=n (см3). 
2. Заметим, что ∆AMN∼∆АСВ. 

ACB

AMN
S
S

∆

∆ =(
CB
MN )2=(

BC

BC
2
1

)2=
4
1 . 

V 1C1B1ABCA =S ABC∆ ⋅АА1, V 1N1M1AMNA =S AMN∆  ⋅АА1, 

111

111

CBACBA

NMAMNA

V
V

=
1ACB

1AMN
ААS
ААS
⋅
⋅

Λ

Λ =
4
1 . 

3. V=πr2h=π(
2
D )2h=

4
π D2⋅h. 

D1=2D, h1= 4
h . V1= 4

π ⋅(2D)2h1= 4
π ⋅4D2⋅

4
h =

4
π D2h. V1=V. 

4. V=
3
1 Sоснh, h1=nh. 

В основании многоугольник, у которого: а) число сторон осталось без 
изменений; б) углы остались без изменений, т.е. полученный многоуголь-
ник подобен исходному, а площади подобных многоугольников относятся 
как квадраты сходственных сторон. Обозначим: х — сторона исходного 

многоугольника, 
n
х — сторона полученного. 

осн

1
S
S =(

a
n
a

)2=
2n

1 , где S1 — площадь основания полученного многоугольника. 

V=
3
1 S1h1= 3

1 ⋅ 2
осн

n
S ⋅n⋅h=

3
1 Sоснh n

1 =
n
V . 

5. В качестве четырехугольников рассмотрим параллелограмм и прямо-
угольник. Обозначим их стороны a и b.  

S1=absinα S2=ab 

absinα<ab, т.е. V1= 3
1 S1h и 

V2= 3
1 S2h связаны неравенством V1<V2, т.е. нет. 

6. r1=2r2; V1=πr1
2h; V2=πr2

2h. 
2

1
V
V

=
2
2

2
1

hr

hr

π

π
= 2

2

2
2

r
r4 =4.  

7. Тело вращения будет состоять из трех тел: 
прямого цилиндра ВСС1В1 и двух равных конусов. 

8. Конус 1: обозначим радиус основания а; высота b. Тогда объем равен: 
V1=πa2b. 
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Конус 2: радиус основания b; высота a; V2=πb2a. 
Если а≠b, то V1≠V2. 
9. Шар 1: D=2R1; шар 2: D=R2, 2R1=R2. 

а) 
2

1
R
R =

1

1
2R
R =

2
1 ; 

б) V1= 3
4 πR1

3; V2= 3
4 πR2

3=
3
4 π⋅8R1

3. 
2

1

V
V

=
8R

R
3
13

4

3
13

4

⋅π

π
=

8
1 . 

10. Имеем R=6 см, V=
3
4 π⋅63; r=2 см, V1= 3

4 π⋅23, n⋅V1= 3
4 π⋅23⋅n. 

Тогда получили уравнение 
3
4 π⋅23⋅n=

3
4 π⋅63, 23⋅n=63, n=

222
666
⋅⋅
⋅⋅ =33=27. 

11. Обозначим ребро куба равное а. Вписанный шар касается всех граней 
куба в их центрах. Вершины куба, вписанного в шар, лежат на поверхности 
шара. Радиус описанного шара равен половине диагонали куба. 

R=
2
1 222 aaa ++ =

2
3a ; r=

2
a  Vвп= 3

4 πr2=
3

4π ⋅(
2
a )3=

6
πa3

; 

Vоп= 3
4 πR3=

3
4 π(

2
3a )3=

2
πa3 3

. 
•впV

опV
=

6

3a
2

3a3

π

π

=3 3 . 

12. S=4πR2, 

а) R1=
2
R ; S=4πR2; S1=4πR1

2=4π⋅
4

R2
=πR2. 

1S
S = 2

2

R
R4

π

π =4; S1= 4
1 S — 

уменьшится в 4 раза; 

б) R1=3R. S=4πR2; S1=4πR1
2=4π⋅(3R)2=4π⋅9R2. 

1S
S = 2

2

R4
R94

π

⋅π =9; S1=9S 

— увеличится в 9 раз. 

13. Для шара 1: V1= 3
4 πR1

3; Для шара 2: V2= 3
4 πR2

3, 

2

1
V
V

=
3
23

4

3
13

4

R

R

π

π
=(

2

1
R
R

)3=8; 
2

1
R
R =2; 

2

1
S
S = 2

2

2
1

R
R4

π

π =(
2

1
R
R )2=4. 

14. Пусть S1:S2=m2:n2. 

Для шара 1: S1=4πR1
2 ,V1=

3
4π R1

3; Для шара 2: S2=4πR2
2, V2=

3
4π πR2

3 

2

1
S
S =

2
2

2
1

R
R4

π

π =(
2

1
R
R )2=

2

2

n
m ; 

2

1
R
R =

n
m ; 

2

1
V
V

=
3
23

4

3
13

4

R

R

π

π
=(

2

1
R
R )3=(

n
m )3. 
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Дополнительные задачи 
725. Обозначим SABCD=S1, S C1C1DD =S2, S D1D1AA =S3; AD=a, DC=b, 

DD1=c. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ac,S
cb,S
ab,S

3

2

1
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

;=a,

,a,=b
 

   ,

   ab,S

2S
3S1S

2a
1S

3S
2S

2S
3S1S2

a
1S

a
b

3S
2S
1

 

b=
31

21

SS

SS
=

3

21
S
SS ; c=

31

23

SS

SS =
1

23

S

SS
. 

V=abc; V=
1

23

3

21

2

31
S
SS

S
SS

S
SS

⋅⋅ = 321 SSS ⋅⋅ ; V= 18126 ⋅⋅ =36 дм3. 

726. Обозначим стороны параллелепипеда за a, b, c. Составим систему 
уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

=+

49.ba

64,cb

81,ca

22

22

22

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−

.49ba

,17ba
22

22
 

2a2=66, a2=33, a= 33 ; b2=49−33=16, b=4; c2=64−16=48, c=4 3 . 

V=abc; V= 33 ⋅4⋅4 3 =16⋅ 1133 ⋅⋅ =16⋅3⋅ 11 =48 11  см3. 
727. Сечение заштриховано, его сторона равна х. 

Сторона основания y. 

х2=Q, х= Q . у2+а2=х2, у2+а2=Q, у= 2a-Q . V=хуа; 

V=a Q 2a-Q =a Qa-Q 22 . 
728. В основании параллелепипеда — паралле-

лограмм, боковое ребро перпендикулярно к плоскости 
основания. 

BD — меньшая диагональ, т.к. ∠А=45°, а ∠В=135°, 
поэтому BD<AC. ∆BB1D — прямоугольный, ВВ1=BD. 
По теореме косинусов из треугольника ABD: 

BD2=49+18–2⋅7⋅3 2 ⋅
2

1 =49+18–42=7+18=25; BD=5 см. 

Sосн=SABCD=7⋅3 2 ⋅sin45°=7⋅3
2
2 =21 см2. 

BD=BB1=5 см Vпар=Sосн ⋅ BB1=5 ⋅ 21=105 см3 
729. A1BCD1 — параллелограмм, в котором диагонали перпендикулярны. 

Значит, A1BCD1 — ромб. По свойству диагоналей ромба А1О=ОС и 



 140 

ВО=OD1. По теореме Пифагора из ∆А1ОВ А1В=5см. Из прямоугольного 
А1АВ: АА1= 925− =4 см. 
Вычислим площадь основания. 

Из ∆А1АС: АС= 2
1

2
1 АА-CА = 22 48 − = 

= 48 =4 3  см. 
По теореме косинусов в треугольнике АВС: 

(4 3 )2=32+52–2⋅3⋅5cos∠B; cos∠B=–
15
7 , 

sin∠B= Bcos1 2∠− =
225
491− =

15
176 . Sосн=3⋅5⋅

15
176 = 176  см2. 

V=Sосн⋅А1А=4 176 =4 1116 ⋅ =16 11  см3. 
730. Пусть ВС=В1С1=АС=А1С1=х. Из прямоуголь-ного треугольника 

АВС: х2+х2=а2, х=
2

a . 

Sосн=S∆АВС=
2
1 х2=

2
1

(
2

a )2=
4

a2
. V=Sосн⋅AA1= 4

a2
a=

4
a3

. 

731. Пусть АС=b, ВС=а, тогда, АВ= 22 ba + . Пусть 
А1А=с. Площади боковых граней, которые являются 
прямоугольниками, равны соответственно ас; bc; 

22 ba + с. Т.к. 22 ba + >b и 22 ba + >a, то 
наибольшую площадь имеет грань со сторонами 

22 ba +  и с. Sосн=S∆ABC=
2
1 ab. 

Пусть a<b, 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅+
(3)            3.=c

(2),53=cba

(1)  3,=ab)c
2
1(

22  

Из (1) имеем: ас⋅
2
1 b=3, 3⋅

2
1 b=3, b=2. 

Из уравнений (3) и (2): 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ ,53=4ac

3,=ac
2

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

45.=4c+ca

9,=ca
222

22
 

9+4с2=45, 4с2=36, с2=9 (c>0), поэтому с=3. а=
3
3 =1. 
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Итак, а=1, b=2, c=3. АВ= 221+ = 5  м. 
732. Обозначим ВС1=d, СС1=h. Проведем BF 

перпендикулярно AC, отрезок C1F, он является 
проекцией ВС1 на плоскость боковой грани АА1С1С, 
∠BC1F=ϕ. 
Из прямоугольного треугольника FC1B: FB=d sin ϕ. 

АВ=
°sin60

FB =
3

2dsinϕ . S∆ABC=Sосн= 4
3BA 2

= 

=(
3

2dsinϕ )2

4
3 =

43
3sin4d 22

⋅
ϕ =

3
3 d2 sin2ϕ. 

Найдем высоту призмы С1С=h. FC=
2
1 АС=

2
1 АВ=

3
dsinϕ . 

Из прямоугольного ∆С1FC: 

h=
2

2

3
dsin)dcos( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ϕ
−ϕ =

3
sindcosd

22
22 ϕ

−ϕ =d
3

sin3cos 22 ϕ−ϕ . 

V=Sосн⋅h=
3
3 d2 sin2ϕ⋅d

3
sin3cos 22 ϕ−ϕ =

3
sind 23 ϕ ⋅ ϕ−ϕ 22 sin3cos . 

733. АВСАВ1С1 — треугольная призма, В1В|| плос-
кости АА1С1С. Построим B1F ⊥ плоскости АА1С1С. 
Отрезок B1F есть расстояние от грани АА1С1С до 
параллельного ей ребра В1В. Достроим данную 
призму до параллелепипеда ABDCA1B1D1C1. За 
основание параллелепипеда возьмем грань АА1С1С, 
следовательно, его высотой будет отрезок B1F. 

Vпар=S C1C1AA ⋅B1F. 
Плоскость С1СВВ1 делит параллелепипед на две равновеликие призмы, 

тогда, объем каждой из них составляет 
2
1 Vпар, или Vпризмы=

2
1 S C1C1AA ⋅B1F, 

что и требовалось доказать. 
734. х||y||z, AA1=BB1=CC1. Известно (см. задачу 

733), что объем треугольной призмы равен половине 
произведения площади боковой грани на расстояние 
от этой грани до параллельного ей ребра. 
Возьмем за основание грань АА1В1В, из точки С1 

проведем отрезок C1F ⊥ плоскости АА1В1В. Отрезок 
C1F — высота призмы. 

V=S B1B1AA ⋅C1F 2
1
⋅ . 

х y z 
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Длина C1F — величина постоянная при заданном положении x, y, z. Рас-
стояние между параллельными прямыми x и y, а значит, и между отрезками 
АА1 и ВВ1 не меняется, тогда, высота параллелограмма АА1В1В - величина 
постоянная. Тогда площадь S B1B1AA =const, значит V=const. 

735. Обозначим х — коэффициент пропорциональности, S1, S2, S3 — 
площади боковых граней наклонной призмы. Следовательно 

S1=х⋅20, S2=х⋅37, S3=х⋅51. Sбок=S1+S2+S3=10,8 дм2. 

10,8=х⋅20+х⋅37+х⋅51=108х, х=
108

8,10 =
10
1 . 

Значит S1= 10
1 ⋅20=2 дм2; S2= 10

1 ⋅37=3,7 дм2; S3= 10
1 ⋅51=5,1 дм2. 

Пусть боковые грани пересечены плоскостью, перпендикулярной к ним. 
Линии пересечения секущей плоскости с боковыми гранями будут высота-
ми боковых граней, то есть высотами параллелограммов. Пусть у боковых 
граней с площадями S1, S2, S3, высоты равны h1, h2, h3. 

Значит, 2=h1⋅0,5, h1= 5,0
2 =4 дм; 3,7=h2⋅0,5, h2= 5,0

7,3  дм; 5,1=h3⋅0,5, h3= 5,0
1,5

 дм. 

Полупериметр перпендикулярного сечения равен: 

р=
2
1 (4+

5
37 +

5
51 )=

2
1 (4+

5
88 )=

52
108
⋅

=
5

54  дм. 

Вычислим площадь перпендикулярного сечения: 

S= )h-)(ph-)(ph-p(p 321 = )
5
51-

5
54()

5
37-

5
54(4)-

5
54(

5
54

⋅⋅⋅ =
5
3

5
17

5
34

5
54

⋅⋅⋅ = 

=
25
1 327154 2 ⋅⋅⋅ =

25
17 ⋅6⋅3=

25
1817 ⋅  дм2. 

V=S⋅0,5=
25

1817 ⋅ ⋅
2
1 =

25
917 ⋅ =

25
153 =6,12 дм2. 

736. Пусть SO — высота пирамиды, О — центр 
правильного ∆АВС. Проведем АК перпендикуляр-
но ВС, отрезок SK. По теореме о трех перпендику-
лярах SK⊥BC, поэтому ∠AKS=ϕ — линейный 
угол двугранного угла при основании. 
Проведем АЕ перпендикулярно плоскости BSC. 

Поскольку плоскость ASK перпендикулярна 
плоскости BSC, то АЕ ⊂ плоскости ASK. 

Из прямоугольного ∆АЕК: АК=
ϕsin

m . Обозначим сторону основания равной 

х, тогда из треугольника ∆АВК: АК=х sin60°=
2

3x . Тогда, 
2

3x =
ϕsin

m ,  
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х=
ϕ

⋅

sin3
2m . S ABC∆ =Sосн= 4

3x 2
=

ϕ2

2

3sin
4m ⋅

4
3 =

ϕ2

2

3sin
3m . 

В ∆АВС ОК — радиус вписанной окружности, 

ОК=
32

a =
ϕsin3

2m ⋅
32

1 =
ϕ3sin

m . 

В ∆SOK: 
OK
SO =tg ϕ , SO=OK tg ϕ =

ϕ3sin
m ⋅

ϕ
ϕ

cos
sin =

ϕ3cos
m . 

V=
3
1 Sосн⋅SO; V=

3
1 ⋅

ϕ2

2

3sin
3m ⋅

ϕ3cos
m = 27:

cossin
3m

2

2

ϕϕ
. 

737. Имеем SO — высота пирамиды, О — 
точка пересечения диагоналей квадрата 
ABCD. Обозначим сторону основания 
равной х. К — середина ребра SC, KL ⊥ 
плоскости ABCD, KL=m, т.к. плоскость 
SOC перпендикулярна плоскости ABCD и К
∈ плоскости SOC. KL — средняя линия в 
∆SOC, значит SO=2m. 

LC=
ϕtg

m ,. OC=2CL=
ϕtg

2m , AC=2OC=
ϕtg

4m . 

Из прямоугольного треугольника АВС: х 2 =
ϕtg

4m , х=
ϕtg2

4m . 

Sосн=х2=
ϕ2

2

2tg
16m =

ϕ2

2

tg
8m . V=

3
1 Sосн⋅SO=

3
1 ⋅

ϕ2

2

tg
8m ⋅2m=

ϕ2

3

3tg
16m . 

738. Имеем DO — высота пирамиды, плоскость 
DOC⊥ плоскости АВС. Проведем ОМ ⊥ DC, через 
точку О проведем KL параллельно AB, отрезки ML 
и МК. KL перпендикулярно плоскости DOC, зна-
чит, KL⊥DC. 

OM⊥DC — по построению. Плоскость 
KLM⊥DC и поэтому LM⊥DC и КМ⊥DC. 
Тогда, ∠KML=2 ϕ , ∆КОМ=∆LOM, значит ∠КМО=∠LMO= ϕ . 

Пусть ∠ODM=α , следовательно, из прямоугольного ∆ODM: ОМ=h sinα . 

Примем КО=OL=y. Из прямоугольного ∆LOM: 
αhsin

y =tg ϕ . (1) 

Рассмотрим треугольник АВС. В нем ОС — радиус описанной окружно-
сти, ОС=R, а OF — радиус вписанной окружности. OF=r. Обозначим сторо-

ну основания х, следовательно, AF=FB=
2
x . 
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Из подобия треугольников FCB и OLC имеем: 
R
d =

r)+2(R
x , т.е. d=

r)+2(R
xR = 

=

2
3x23

xx

⋅⋅⋅

⋅ =
3
х

, т.к. R=
3

x , R+r=FC=х⋅sin60°=
2

3x . 

Возвращаясь к (1), имеем: 
αhsin

1 ⋅
3
x =tg ϕ  (2). 

Из ∆DOC: 
h
R =tgα , или 

h3
x =tgα , поэтому х=h 3 tgα . 

Подставим в (2): 
α⋅
α⋅

sin3h
tg3h =tg ϕ ; h 3

α
α

cos
sin =tg ϕ ⋅3h⋅sinα , т.е.  

3cos α ⋅tg ϕ = 3 , cosα =
ϕ3tg

3 . DC = 
αcos

h =
3

3tgh ϕ⋅ = 3 h tg ϕ . 

Вычислим сторону основания х: 
3
х =R, с другой стороны, из ∆DOC: 

R= 22 hDC − , R= 222 htg3h −ϕ =h 13tg2 −ϕ , т.е. 
3
х =h 13tg2 −ϕ , 

х=h 3 ⋅ 13tg2 −ϕ . Sосн= 4
3х2

; Sосн= 4
3 ⋅h2⋅3(3tg2 ϕ −1). 

V=
3
1 Sосн⋅h=

3
1 ⋅

4
h33 2

⋅(3tg2 ϕ −1)⋅h=
4
3 ⋅h3(3tg2 ϕ −1). 

739. Имеем SO — высота пирамиды. В основании — 
правильный n-угольник, О — его центр. 
ОА1=ОА2=...=ОАn=R, где R — радиус описанной 

окружности. 

R=

n
1802sin

a
°

. 

Обозначим боковое ребро пирамиды через b. Тогда 
из ∆A1SA2 по теореме синусов имеем: 

2
180sin

b
α−o

=
αsin

a ; b=
α

−° α

sin

)asin(90
2 =

22
cos2sin
2

acos
αα

α

=
2

2sin

a
α . 

Из прямоугольного треугольника ∆А1OS: 

h=SO= 22 R-b =
n

1802

2

2
2

2

4sin

a

4sin

a
°α − =

2
a

n
1802

2
2 sin

1

sin

1
°α − . 
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Вычислим площадь основания. 
Площадь правильного n-угольника: 

Sосн=

n
180

2

4tg

na
°

. V=
3
1 Sоснh=

3
1

n
180

2

4tg

na
° 2

a

n
1802

2
2 sin

1

sin

1
°α − . 

740. ∆DOA=∆DOB=∆DOC (по катету и строму 
углу). Тогда, DA=DB=DC и ОА=ОВ=ОС=R, R — 
радиус окружности, описанной около ∆АВС. 

Из треугольника AOD: 
OА
h =tgϕ 3,  OA=R=

3tg
h
ϕ

. 

Рассмотрим треугольник АВС. По теореме 
синусов: 

2sin
a
ϕ

=
1sin

b
ϕ

=
)sin(

с

12 ϕ+ϕ
=2R=

3tg
2h
ϕ

, т.е. 

а=
3tg

2h
ϕ

sin ϕ 2, b=
3tg

2h
ϕ

sin ϕ 1. 

S ABC∆  =Sосн= 2
1 ab sin( ϕ 1+ ϕ 2)= 2

1 (
3tg

2h
ϕ

)2 sinϕ1 sin ϕ 2 sin ( ϕ 1+ ϕ 2). 

V=
3
1 S∆ABC h=

3
1 ⋅

2
1 ⋅

3
2

2

tg
4h
ϕ

sinϕ1sinϕ2 sin(ϕ1+ϕ2)= 3
2

3
2

2

tg
h
ϕ

sinϕ1sinϕ2 sin(ϕ1+ϕ2). 

741. V=
3
1 SоснН. 

Из прямоугольного треугольника POD: 

OD
PO =tgγ, 

OD
H =tgγ, OD=

γtg
H . 

Из прямоугольного треугольника РОС: 

OC
PO =tgβ, 

OC
H =tgβ, ОС=

βtg
H . 

OD=OB и ОА=ОС — из свойства диагоналей параллелограмма. 

DB=2⋅OD=
γtg

2H
; АС=2⋅ОС=

βtg
2H

. SABCD=
2
1 AC⋅DB⋅sinα=

2
1 ⋅

γtg
2H ⋅

βtg
2H ⋅sinα= 

=2H2ctgγ⋅ctgβ⋅sinα. V=
3
1 ⋅2H2⋅ctgγ⋅ctgβ⋅sinα⋅H=

3
2 H3ctgγ⋅ctgβ⋅sinα. 

742. Линия пересечения двух плоскостей, перпендикулярных к третьей 
плоскости — перпендикуляр к этой плоскости; значит, PD перпендикулярна 
плоскости ABCD. PD — высота пирамиды, PD=H. ∠ADC=ϕ — линейный 
угол двугранного угла при ребре PD. В основании ABCD ∠А=∠С=180о–ϕ. 
SABCD=AD⋅ABsin∠A=a2sin(180°–ϕ)=a2 sinϕ. 
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Построим DM⊥АВ, DN⊥CB. По теореме о трех 
перпендикулярах отрезки РМ⊥АВ, PN⊥BC. 
∠PMD=∠PND=θ — линейные углы дву-

гранных углов, образованных боковыми гра-
нями РАВ и РВС с плоскостью основания. 
∆ADM=∆CDN, DM=DN=a sin (180°−ϕ)=a sinϕ. 

Из треугольника PDN: 
DN
H =tgθ, DN⋅tgθ=Н, 

Н=a sinϕ⋅tgθ. V=
3
1 SоснН; V=

3
1 а2sinϕ⋅asinϕ⋅tgθ= 

=
3
1 а3sin2ϕ⋅tgθ. 

743. а) Пусть АС=АВ=b, а DA=DB=DC=BC=a. 
Построим высоту пирамиды DO, отрезки ОА, ОВ, 
ОС. 
∆DOA=∆DOB=∆DOC. 
Тогда, ОА=ОВ=ОС=R, где R — радиус 

окружности, описанной вокруг ∆АВС. 
В равнобедренном треугольнике ∆ВАС проведем 

из угла А высоту АК. 

S∆АВС=
2
1 а ⋅ АК=

2
1 а⋅

4
ab

2
2 −  (в ∆АВК: АК= 

= АВ -ВК2 2 = b
а2

2

−
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

2

2
= b

а2
2

−
4

). 

ОА=R, по формуле R=
4S
abc

 (a, b, c — стороны треугольника, S — его 

площадь) Вычислим площадь, вычислим R. 

R=

4

2a2
2
1 ba4

abb

−⋅

=
22

2

a4b

b

−
. 

Из ∆ADO: Н=DO= а - АО2 2 = 22 R-a =
2a24b

4b2a
−

− =
22

4422

a4b
b-ab4a

−

− . 

V=
3
1 S∆АВСH=

3
1 ⋅

2
1 ⋅a⋅

2
a4b 22 − ⋅ 22

4422

a4b
b-ab4a

−

− =
12

b-ab4aa 4422 − ; 

б) в равнобедренном треугольнике АВС (СА=СВ=а) построим высоту СК
⊥АВ; проведем отрезок DK. 
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В треугольнике ADB: DK — высота (∆ADB — равнобедренный, АК=КВ, 
значит, медиана DK является высотой). 
АВ⊥DK, АВ⊥КС, АВ⊥(DKC). 
Если плоскость проходит через перпенди-куляр 

к другой плоскости, то она перпендикулярна к 
этой плоскости. Итак, плоскости АВС и DKC пер-
пендикулярны. В плоскости DKC проведем 
высоту пирамиды DO; DO⊥CK. 
Примем DO=H. 

В треугольнике АВС: СК=
4

ba
2

2 − =
2

ba4 22 − . 

S∆ABC=
2
1 ⋅АВ ⋅ СК=

2
1 ⋅b⋅

2
b4a 22 − =

4
b4ab 22 − . 

Вычислим высоту пирамиды: DK=KC=
2

b4a 22 − . 

Проведем КЕ⊥DC. DE=EC=
2
b . 

Из треугольника KDE: КЕ= 22 DE-KD =
4

b
4

b4a 222
−

− =
4

b24a 22 − . 

S∆KDE=
2
1 ⋅KE⋅DC=

2
1 ⋅H⋅KC; 

V=
3
1 SABC ⋅ H= 22

2

22

2222
b2a4

12
b

ba4

b2a4b
4

ba4b
3
1

−=
−

−
⋅

−
⋅  

4
b24a 22 − ⋅b=H⋅

2
b4a 22 − , H=

22

22

b4a

b24ab

−

− . 

744. Обозначим О1К=КО=h, А1В1=y, АВ=x. 

По условию 
y
x =

2
5 , y=

5
2 x. 

Рассмотрим трапецию АА1О1О. РК||АО, отрезок РК 
— средняя линия трапеции, значит, А1Р=РА. 
Рассмотрим грань АА1В1В. Это трапеция, через 

точку Р проведен отрезок PQ||АВ, поэтому PQ является средней линией 
трапеции. 

PQ=
10

x7
2

xx

2
yx 5

2

=
+

=
+ . 

PQ||AB||A1B1, A1C1||PR||AC, B1C1||QR||BC, тогда, ∆АВС∼∆PQR∼∆А1В1С1. 
Площади подобных фигур относятся как квадраты их сходственных сто-

рон. 
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111 CBA

ABC
S
S

∆

∆ =(
b
a )2=(

2
5 )2=

4
25 , S 1C1B1A∆  =

25
4 S ABC∆ . 

S
S

ABC

PQR

∆

∆

=(
PQ
AB )2=

2

10
x7

x

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

49
100

, S PQR∆ =
100
49 S ABC∆ . 

Обозначим объем верхней усеченной пирамиды Vв, а объем нижней усе-
ченной пирамиды VH. 
Тогда 

HV
Vв =

)SS+S+h(S

)SS+S+h(S

PQRABCPQRABC3
1

CBAPQRCBAPQR3
1

111111

∆∆∆∆

∆∆∆∆

⋅

⋅
=

ABC100
49

1
100
49

ABC25
4

100
49

25
4

100
49

)S++(1

S)(

∆⋅

∆⋅++
= 

=

10
7

100
49

510
27

25
4

100
49

++1
⋅
⋅++

=
49170

281649
+
++ =

219
93 =

73
31 . 

745. а) Обозначим r — радиус основания цилиндра, h − его высота. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

π
=

π
=

π

π

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=π

π

π
Q2

S

2

S
r2

S=h

Q=r

,Qr

 h,2=S

Q

,

2
 V=πr2h=π⋅

π
Q ⋅

Q2
S
π

=
π

⋅
Q

2
S ; 

б) обозначим r — радиус основания, т.к. осевое сечение — квадрат, то 

высота h=2r, тогда r=
2
h . V=πr2h=π⋅

4
h 2

⋅h=
4
h 3π ; 

в) обозначим r — радиус основания и высота равна диаметру основания, 
то есть h=2r. 

S=2πr2+2πrh=2πr2+2πr2r=2πr2+4πr2=6πr2. 

r=
π6

S . V=πr2h=π⋅
π6

S ⋅
π6

S =
6
S

π6
4S =

6
S

π3
2S . 

746. Обозначим r1, r2 — радиусы оснований двух цилиндров, а h1 и h2 — 
их высоты. S1=2πr1h1; S2=2πr2h2. 
По условию S1=S2; 2πr1h1=2πr2h2, r1h1=r2h2. V1=πr1

2
 h1; V2=πr2

2
 h2. 

2

1
V
V

=
2

2
2

1
2

1

hr
hr

π

π =
222

111
r)h(r
r)h(r
⋅
⋅

=
2

1
r
r

. 

747. ОА=h, ОС=ОВ=r. V=
3
1 πr2

 h; 

V=
3
1 π⋅1,52

 ⋅3=2,25⋅π≈2,25⋅3,14=7,065 м3.  

1 л=1 дм3, а 1 м3=1000 дм3, поэтому V=7,065⋅1000=7065 литров. 
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Разные задачи на многогранники, цилиндр, конус и шар 
748. Пусть РО — это высота конуса, РО=H, 

АВ<AD. Построим ОК⊥АВ, отрезок РК. По теореме 
о трех перпендикулярах РК перпендикулярно АВ. 

РО
ОК

=tgϕ2, 
Н
ОК

=tgϕ2, H=OK⋅tgϕ2. 

В основании пирамиды. 
АВ=а, ВО=OD=AO=OC — по свойству диагоналей 

прямоугольника. ВО=R. 
В треугольнике АВО: 

∠АВО=∠ВАО=
2

180 1ϕ−° =90°−
2
1ϕ . 

По теореме синусов запишем: 
1sin

a
ϕ

=
)

2
-sin(90

R
1ϕ°

; 

R=
1

2
1

sin

)-sin(90a

ϕ

°⋅ ϕ

=

2
1

2
1

2
1

cossin2

cosa
ϕϕ

ϕ

⋅⋅

⋅
=

2
12sin

a
ϕ

. 

Из треугольника ВКО: ОК=R⋅cos
2
1ϕ =

2
1
2
1

sin2

cosa
ϕ

ϕ

⋅

⋅
. 

H=OK tgϕ2=

2
1
2
1

sin2

cosa
ϕ

ϕ

⋅

⋅
⋅tgϕ2=

2
1
2

2tg

tga
ϕ
ϕ⋅

. 

Vкон= 3
1 πR2H=

3
1 π⋅

2
12

2

sin4

a
ϕ
⋅

2
1
2

2tg

tga
ϕ
ϕ⋅

=

2
1

2
12

2
3

tg24sin

tga
ϕϕ ⋅

ϕπ
. 

749. Пусть РО — высота пирамиды, обоз-
начим РО=Н. РК — образующая конуса, 
которая лежит в плоскости АРВ, ОК⊥АВ. 
В основание пирамиды рассмотрим. 
ABCD — ромб. АВ=а. 
SABCD=4SAOD=2SABC 

SABCD=2(
2
1 a⋅a⋅sinϕ)=a2 sinϕ. 

SAOD=
2
1 ⋅AD⋅OM=

2
1 ar. 
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Пришли к уравнению: а2 sinϕ=4⋅
2
1 ar, откуда r=

2
1 a sinϕ. 

Из прямоугольного треугольника РОК: РО
ОК

=tgθ (∠РКО — угол, который 

образующая конуса РК составляет с ее проекцией ОК). Н
ОК

=tgθ, Н=r⋅tgθ= 

=
2
1 а⋅sinϕ⋅tgθ. Vкон= 3

1 πr2H=
3
1 π⋅

4
sina 22 ϕ ⋅

2
1

a sinϕ⋅tgθ=
24
a3π sin3ϕ⋅tgθ. 

750. Рассмотрим осевое сечение, основанием явля-
ется квадрат. 
Пусть сторона куба равна х, следовательно, радиус 

шара r=
2
х . 

Vш=
3
4 πr3=

3
4 π(

2
х )3=

243
х4 3

⋅⋅
π =

6
х3π . 

Радиус основания цилиндра равен 
2
x , высота цилиндра равна х, следова-

тельно, Vцил=π(
2
x )2⋅х=

4
х3π . 

ш

цил

V
V =

6
х
4
х

3

3

π

π
=

4
6 =

2
3 . 

751. Рассмотрим осевое сечение конуса: 

Vкон= 3
1 πR2Н. Обозначим РС=Н. 

Из треугольника АОС: tgα=
R
r =

6
3 =

2
1 . 

ОА — биссектриса ∠РАВ, следовательно, ∠РАВ=2α. 
Из прямоугольного треугольника РАС:  
РС
АС

=tg2α, или H
R

=tg2α 

H=Rtg2α=6tg2α. tg2α=
α−

α
2tg1

2tg =
4
1
2
1

1

2

−

⋅
=

4
3
1 =

3
4 . H=

3
46 ⋅ =8 дм. 

Vкон= 3
1 π⋅62⋅8=96π дм3. 

752. Рассмотрим сечение конуса. 
∆АРВ — осевое сечение конуса, АН=r, АР=l, РН — высота конуса. 
Обозначим радиус сферы равен R. ОК=ОН=OL=R. Точки К и L — точки 

касания сферы поверхности конуса. Плоскость, в которой лежит окруж-
ность, в сечении изображена отрезком KL; KL равен диаметру этой окруж-
ности. Обозначим ∠РАВ=2α. 
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Из треугольника АОН: ОН
НА

=tgα; 
r
R =tgα, R=r tgα. 

Из треугольника АРН: cos2α= АН
АР

= r
l

, 

2cos2α−1=
l
r , cos2α=

2l
r+l , cosα= l + r

2l
; 

sin2α=1− l + r
2l

=
l - r
2l

, sin α= l - r
2l

; 

tgα= l - r
2l

l + r
2l

: = l - r
l + r

. R=r⋅ l - r
l + r

. 

∠АРН=∠МКО=90°−2α. 
В треугольнике МОК: КМ=ОK⋅cos∠MKO=R⋅cos(90°−2α)=R⋅sin2α= 

= R⋅2sinα⋅cosα. 

KM=r⋅
r+l
r-l ⋅2⋅

2l
r-l ⋅

2l
r+l =2r⋅

2

2

(2l)r)+(l
r)+(lr)-(l

⋅

⋅ =2r⋅
2l

r-l =r⋅
l
r-l . 

КМ — радиус окружности, по которой сфера касается боковой поверхно-
сти конуса. Ее длина равна 

2π⋅КМ=2π⋅
l

r)-r(l . 

753. Рассмотрим осевое сечение конуса. 
Н1,Н2 — центры оснований. ABCD — сечение, которое является равно-

бедренной трапецией. 

ВН1=r1, АН2=r. Обозначим радиус вписанного шара а. Vш=
3
4 πа3. 

Высота конуса есть диаметр шара, Н1Н2=2а. 

Vкон= 3
1 π⋅Н1Н2(r2+r1

2+rr1)= 3
1 π2а(r2+r1

2+rr1). 

V
V
кон

ш

=
2

2
1

2
3

a2

a
3
4

)rrrr( 1

π

++π
= 2

2
1

2

a2

rrrr 1++
. 

В описанном 4-угольнике суммы противоположных сторон равны. 
ВС+AD=AB+CD=2AB. 
Обозначим АВ=l, следовательно 2r1+2r=2l, l=r1+r. 
Построим ВК перпендикулярно AD. АК=r−r1, ВК=Н1Н2=2а. 
Из прямоугольного треугольникаАВК:  

2а= 22 AK-l = 2
1

2
1 )r-(r-r)+(r = 1

2
1

2
1

22
1 2rr+r-r-r2r+r+r = 

= r4r1 =2 r r1 , а= r r1 . 
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Подставляя выражение для а в формулу (1), получаем: V
V
кон

ш

=
1

1

rr2

rr+r+r 2
1

2

. 

754. Через основание высоты DH построим АК
⊥ВС, отрезок DK. По теореме о трех перпен-
дикулярах DK перпендикулярно BC. 
Центр вписанного шара находится на высоте 

пирамиды в точке О; ОН и OF — радиусы, 
равные r. По условию задачи  

3
4 π ⋅ r3=V, поэтому r=

π4
3V . 

Т.к. АК⊥ВС и DK⊥ВС, то ∠AKD — линей-
ный угол двугранного угла при основании 
пирамиды. 
∠AKD=α. ОК — биссектриса ∠DKA. Из равенства (∆ОНК=∆OFK), 

∠НКО=∠OKF=
2
α . 

Обозначим сторону основания пирамиды за а. В равностороннем тре-

угольнике АВС — НК это радиус вписанной окружности и НК=
32
х .  

Из прямоугольного треугольника ОНК: 
HK

r =tg
2
α , HK=

2
tg

r
α . 

32
х =

2
tg

r
α , х=

2
tg

r32
α . В треугольнике DHK: DH

HK
=tgα, DH=HKtgα= 

=
2

tg

r
α ⋅ tgα. Vпир= 3

1 S∆ABCDH=
3
1 ⋅

4
3х2
⋅DH=

12
3 ⋅

2

2
tg

r32

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α
⋅

2
tg

rtg
α
α

=
12

3 ⋅ 

⋅
2

3tg

12
α ⋅r3⋅tgα=

2
3tg

tg3
α
α ⋅

π4
3V =

π4
33 ⋅tgα⋅ ctg3

2
α ⋅V. 

755. SH перпендикулярна плоскости ABCD. 
Построим HK⊥AD, HL⊥DC, отрезки SL и SK. По 
теореме о трех перпендикулярах SL⊥DC и SK⊥AD. 
Тогда, ∠SKH и ∠SLH — линейные углы двугран-
ных углов при основании пирамиды. Из условий 
задачи ∠SKH=∠SLH=β. ∆SHK=∆SHL (по катету и острому углу). 
Точка Н равноудалена от сторон ромба ABCD, значит, является центром 

вписанной в ромб окружности. 
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SABCD=2(
2
1 ⋅а⋅а⋅sinα)=a2 sinα; S∆AHD=

2
1 а⋅НК; 

SABCD=4⋅S∆AHD. а2 ⋅ sinα=2a⋅HK, HK=HL= аsin
2
α . 

Построим отрезок LO, точка О — центр 
вписанного шара, О∈SH. OL — биссектриса 

∠SLH, ∠OLH=
2
β . 

Из треугольника OHL: OH
HL

=tg∠HLO, ОН — радиус шара. 

ОН=HL tg
2
β = аsin

2
α ⋅tg

2
β . Vш=

3
4 π(ОН)3=

3
4π ⋅

8

tgsina
2

333 βα
=

6
π  sin3α⋅tg3

2
β ⋅a3. 

756. Рассмотрим сечение цилиндра, которое явля-ется 
прямоугольником ABCD, вписанным в окружность ра-
диуса R. 
О — центр сферы (и окружности). BD — диагональ 

осевого сечения, ∠BDA=α. BD=2R. 
Вычислим из прямоугольного треугольника BAD 

AD=2R cosα. 

Радиус основания цилиндра равен 
2
1 AD, то есть R cosα. 

Высота цилиндра АВ=2R sinα. 
Vцил=π⋅(R cos α)2⋅AB=πR2cos2α⋅2Rsinα=πR3 cosα (2sinα ⋅ cosα)= 

=πR3 cosα⋅sin2α. 
757. Рассмотрим сечение цилиндра с шаром, которое является прямо-

угольником ABCD, вписанным в окружность радиуса R, точка О — центр 
окружности и сферы. Образующая цилиндра АВ=l. 
ВО=OD=OA=OC=R. 
Из треугольника АОВ по теореме синусов: 

αsin
l =

)sin(

R

2
-180 α°

=
)sin(90

R

2
α−°

=
2

cos

R
α

. 

R=
α

α

sin

lcos
2 =

22

2

cossin2

lcos
αα

α

=
2

sin2

l
α

. Vш=
3
4 πR3=

3
4π ⋅

2
3

3

sin8

l
α

=
2

3

3

sin6

l
α

π . 

758. Рассмотрим сечение шара и конуса, которое является 
равнобедренным треугольником АРВ, РН — высота конуса, 
О — центр описанной окружности (и шара), О∈РН. 
РН=Н, АН=r. Обозначим R — радиус окружности 

большого круга шара; ОР=ОА=ОВ=R. 



 154 

Из треугольника АРН: АР= Н + r2 2 , РВ=АР. 

S∆APB=
2
1 ⋅АВ⋅РН=

2
1 ⋅2r⋅Н=rH. 

Вычислим R по формуле: R=
4S
abc , где a, b,c — стороны треугольника 

АРВ, а S — его площадь. R=
rH4

r2r+Hr+H 2222 ⋅⋅ = Н + r
Н

2 2

2
. 

Площадь поверхности шара: 

S=4πR2=4π( Н + r
Н

2 2

2
)2= 4 (Н + r

4Н

2 2

2

π ) 2
= π (Н + r

Н

2 2

2

) 2
. 

Объем шара: V=
3

4π R3=
3

4π ⋅ (Н + r
8Н

2 2

3

) 3
= π (Н + r

6Н

2 2

3

) 3
. 

759. Плоскость треугольника АВС, лежащего в 
основании пирамиды, пересечет шар по окружности, и 
треугольник АВС будет вписан в эту окружность. Пусть 
АВ — гипотенуза, следовательно, ∠АСВ=90°, тогда, он 
опирается на диаметр, которым является гипотенуза АВ. 
Построим высоту пирамиды МО. Построим отрезки 

ОА, ОВ, ОС; эти три отрезка являются проекциями 
соответствующих наклонных боковых ребер пирамиды. 
В треугольниках МОА, МОВ, МОС МО — общий катет, ∠МАО= 

=∠МВО=∠МСО=α — по условию, тогда, ∆МОА=∆МОВ=∆МОС, откуда 
ОА=ОВ=ОС, то есть точка О — равноудалена от вершин основания и по-
этому является центром описанной около основания окружности. 
Таким образом, МО — высота пирамиды, МО лежит в плоскости АМВ, 

тогда, плоскость АМВ перпендикулярна плоскости АВС. 

Из теоремы синусов следует, что: 
)2-sin(180

АB
α°

=2R, R — радиус шара. 

αsin2
2 =2R, R=

αsin2
1 . 

Площадь поверхности шара: S=4πR2=
α

π

2sin
4
2  см2. 

Вычислим объем шара: V=
3
4 R3=

3
4π ⋅

α2sin
1
3  см3. 

760. Построим высоту пирамиды MF; построим отрезки FA, FB, FC, FD. 
∆MFA=∆MFB=∆MFC=∆MFD, т.к. они прямоугольные, MF — общий ка-

тет, ∠MBF=∠MAF=∠MCF=∠MDF=β — по условию. 
Следовательно, FA=FB=FC=FD, тогда точка F равноудалена от вершин осно-

вания, значит, является центром описанной около основания окружности. 
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Рассмотрим сечение пирамиды и шара 
плоскостью АМС. Точка О — центр шара, О∈MF. 
Из теоремы синусов в треугольнике АМС: 

)2-sin(180
АС

β°
=2R, где R — радиус шара. 

R=
β2sin2

10 =
βsin2

5 . Площадь поверхности шара: 

S=4πR2=
β

⋅π

2sin
254

2
=

β

π

2sin
100

2
 см2. 

Объем шара: V=
3

4π R3=
3

4π
⋅

β2sin
125

3
=

β

π

23sin
500

3  см3. 

761. ОА=1,5 м, МО=0,5 м , AD=l. 
Vцист=50 м3; Vцил=πr2l=π⋅1,52⋅l м3. 
АМВ, CND — шаровые сегменты. 

Vсегм=πh2(R−
3
h ), где h=МО=0,5 (м), R=OA=1,5 (м). 

Vсегм=π⋅0,52(1,5−
3
5,0 )=0,25 π⋅

3
5,05,4 − =

3
25,0 π ⋅4=

3
π  м3. 

Vцист=Vцил+2Vсегм. 

Vцист=50=2,25πl+
3

2π  м3. 

l=
π

− π

25,2

50
3

2

≈
14,325,2

50
3
14,32

⋅

− ⋅

=
065,7

09,250 − =
065,7

91,47 ≈6,78 м. 

762. Пусть ребро куба равно а. Площадь поверхности куба 
равна 6а2. 
Пусть радиус шара ОА=b. Площадь поверхности шара 4πb2. 
Пусть радиус основания цилиндра равен с, тогда 

АВ=Н=2с. 
Sосн=πс2; Sбок=2πс⋅Р=2πс⋅Н=2πс⋅2с=4πс2; 
Sполн=4πс2+2πс2=6πс2. 
Пусть радиус основания конуса равен d, тогда РО=Н=2d. 

Sосн=πd2; Sбок=πd⋅AР. AP= 22 H+d = 22 4d+d =d 5 . 

Sбок=π⋅d⋅d⋅ 5 =π 5 d2. Sполн=πd2+π 5 d2=πd2( 5 +1) (из 
условия). 

6а2=4πb2=6πс2=πd2( 5 +1). 
Выразим a, c и d через b. 

6a2=4πb2; a2=
6
b4 2π =

3
b2 2π ; a=

3
2π ⋅b (1) 
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6πc2=4πb2; c2=
6
b4 2π =

3
2

b2; c=
3
2 b. (2) 

d2⋅π( 5 +1)=4πb2; 

d2=
)15(

b4 2

+π

π =
)15)(15(

)15(b4 2

−+

−⋅ =
15

)15(b4 2

−
−⋅ =b2( 5 −1); 

d= 15 − ⋅b. 

Объем куба равен а3; а3=(
3

2π b)3=
3

2π
3

2π b3. 

Объем шара равен 
3
4 πb3. 

Объем цилиндра равен πс2⋅Н; 

πс2⋅Н=π⋅(
3
2 b)2⋅2⋅

3
2 ⋅b=π⋅

3
2 b2⋅2⋅

3
2 b=π⋅

3
4 ⋅

3
2 b3. 

Объем конуса равен 
3
1 πd2H; 

1
3
πd2H= π

3
⋅b2( 5 −1)⋅2⋅b 15 − =

3
2π ( 5 −1) 15 − ⋅b3. 

Сравним объемы тел. Т.к. все они выражены через радиус шара b, то ос-
тается сравнивать коэффициенты при b3. 

3
2π

3
2π ; 

3
4π ;

3
4π

3
2 ; 

3
2π 2

3

)15( −  
3

2π  — общий множитель. Сле-

довательно, остаются числа: 

3
2π ; 2; 2

3
2 ; 2

3

)15( −  (1) (2) (3) (4) 

Сравним числа (1) и (2). 
3

2π  и 2; 
3

2π  и 4; π и 
2

34 ⋅ ; π и 6. 

Т.к. π<6, то 
3

2π <2. Т.к. 
3
2 <1, то 2⋅

3
2 <2. 

Сравним теперь (1) и (3). 
3

2π  и 2
3
2 ; 

3
2π  и 

3
8 ; π и 

3
8 ⋅

2
3 ; π и 4. 

Т.к. π<4, то 
3

2π <2
3
2 . 

Таким образом, установлено, что 
3

2π <2
3
2 <2. 
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Сравним теперь (4) и (1). 2
3

15 )( −  и 
3

2π ; 315 )( −  и 
3

2π ; 
2
3 315 )( −  и π. 

3)15( − =(5+1−2 5 )( 5 −1)=(6−2 5 )( 5 −1)=6 5 −6−10+2 5 =2(4 5 −8); 

2
3 ⋅2(4 5 −8)=3⋅4( 5 −2), 12( 5 −2) и π. 

5 ≈2,23; 5 −2≈0,23. 12⋅0,23=2,76. 2,76 и π. 

Т.к. 2,76<π, то 315 )( −  <
3

2π . 

Таким образом, числа расположены в следующем порядке:  

3)15( − <
3

2π <2
3
2 <2. 

Им соответствует объемы тел: Vкон<Vкуба<Vцил<Vш. 
763. а) d=2 мм=0,2 см; R=5 см. 
r=R−d=5−0,2=4,8 см. 

Объем шара: Vш=
3
4 π(R3−r3). 

Масса шара: mшара=ρмеди⋅V=ρ⋅
3
4 π (R3−r3). 

mш≈8,9 ⋅
3
4 ⋅3,14(53−4,83)=8,9⋅1,33⋅3,14(125−110,592)≈11,837⋅3,14. 

14,41≈37,17⋅14,41≈535,6 г. 

ρш=
3

3
4 R

m

π
≈

12514,34
6,5353

⋅⋅
⋅ =

14,3500
8,1606

⋅
=

1570
8,1606 ≈1,023 г/см3. 

Сравним плотность шара ρш и плотность воды, которую примем равной 1 
г/см3. 
ρш>ρв, тогда, шар не сможет плавать в воде; 

б) d=1,5 мм=0,15 см. r=R−d=5−0,15=4,85 (см). Vш=
3
4 π(R3−r3). 

mшара=ρмеди⋅Vш=ρ⋅
3
4 π(R3−r3). mш=8,9⋅

3
4 ⋅3,14 (125−4,853)≈8,9⋅1,33⋅3,14  

 (125−114,09)=11,837⋅3,14⋅10,91=405,50 г. 

ρш=
3

3
4 R

m

π
=

12514,34
50,4053
⋅⋅

⋅ =
1570

5,1216 ≈0,77 г/см3. 

Если принять ρводы=1 г/см3, то ρш<ρв, такой шар будет плавать на по-
верхности воды. 
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